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1 Ganzalgebraische Zahlen

1.2 Ganzalgebraische Zahlen

BEWEIS Betrachte das Element
Z + vy = a1x1 + vmaxa.

Basiswechsel:

Ty =1z — 219

Th = x9.
Somit

N >z +vys = a1 (z1 + uxh) + vmax))

= a17) + (a1u + vma) )

= ayr) + dxb,.
Wegen der Optimalitéit der Wahl von z ist

(a1) € (d), aber (a1) € (d),

somit (a1) = (d), a1 | d | ma.
Ernenne z zum y; und das a1 zum m. m

Lemma (Kardinalitit der Basis ist kanonisch) Sei M ein freier R-Modul, R ein Haupt-
idealbereich. Dann haben je zwei Basen dieselbe Kardinalitdit.

BEwEIS Falls R ein Korper ist, sind wir einem Vektorraum und es ist alles bekannt. Andern-
falls enthélt R ein maximales Ideal I # {0}.
Betrachte M /IM als R/I-Modul. Da R/I ein Korper ist, ist M/IM ein R/I-Vektorraum.
Sei x1,...,, eine Basis von M. Behauptung: x1,...,z, ist R/I-Basis von M/M]I.
Beweis: Erzeugendensystem klar.

Basis:

(a1 + Dz +---+(ap+ 1z, =0

= a1+ - +ax, €IM
a1x1 + - QpTp = 1121 + - 4T, 45 € L
Da x1,...,x, Basis war, gilt
a; = ij el.
Das heif3t
r = C].IHIR/[]\J/I]\I7
also unabhéngig von Basis. ]



1 Ganzalgebraische Zahlen

Definition Sei M ein R-Modul, R ein freier HIB. Dann heifit die Kardinalitdt einer belie-
bigen der Rang von M.

BEWEIS (BEWEIS DES STRUKTURSATZES) M ein endlicher R-Modul.
Wihle Erzeugendensystem z1, ..., 2, von M. Die Abbildung

m
<1>:RmHM;q)(al,...,am):Zajzj
j=1

ist R-Modul-Epimorphismus.

Ker @ ist 1t. Lemma freier R-Untermodul von R™. Wihle Basen von R™ und Ker ® gemif3
Lemmma.

x1,...,o, Basis von R™. dix1,...,dpx, Basis von Ker ® mit di|-- - |d,.

R™=Rz1 @& & Ry,
Ker® =diRx1 D ®dnRxy,.

Also
M ~ Rm/KerCIJ = R/d1R1$1 DD R/ClmRmIm ~ R/lel & R/dmRm
Lasse Faktoren R/R fiir d; € £(R) weg und schreibe R fiir R/0R. n

Satz 1.6 (Struktur des ganzen Abschlusses iiber HIB) Sei R ein Hauptidealbereich,
K sein Quotientenkorper, R sei ganz abgeschlossen, L eine endliche separable Korpererweiterung
von K, S der ganze Abschluss von R in L.

Dann ist S ein noetherscher Ring und ein freier R-Modul vom Rang [L : K].

BeEwEls Wir wissen: S ist endlich erzeugter R-Modul. Daher ist
S~R/(m)®---®R/(my)

fir mq|-- - |m,.
Sei z; € S das Element, das dem Koordinatentupel (0,...,0,1+ (m;),0,...,0) entspricht.
mjz; = 0 entspricht (0,...,0,m; 4+ (m;),0,...,0).
=0
Allerdings ist m; € L,x; € L, somit m; = 0 oder z; = 0.
x; = 0 heifit aber
1+(mj):Oé1€(mj):>(mj):R.

Somit:
S~R/R®---®R/R®R/{0}® ---®R/{0}~R®---®R,

weglassen

also ist S ein freier R-Modul.
(Eigentlich wurde gezeigt: Torsionsfreie R-Moduln iiber HIB sind frei.)
Muss noch den Rang finden.



1.3 Ordnung in algebraischen Zahlkérpern

Sei wi,...,w, eine K-Basis von L, die in S liegt. Da wq,...,w, € S und iiber K linear un-
abhéngig, sind sie auch iiber R linear unabhéingig (,,habe ja nur Koeffizienten eingeschrénkt*),
d.h.

rankp(S) > n.

Eine R-Basis von S ist iiber R linear unabhéngig und daher auch iiber K linear unabhéngig
(multipliziere K-Linearkombination mit gemeinsamem Nenner), somit

rankg(S) < dimg (L) =n = [L: K]. -

1.3 Ordnung in algebraischen Zahlkérpern

Definition FEin algebraischer Zahlkorper K ist eine endliche Korpererweiterung von Q. Die
i K tber Z ganzen Elemente heiffen ganzalgebraische Zahlen in K,

ox = {B € K | B ganzalgebraisch}
heifst Ganzheitsring (oder Hauptordnung oder Maximalordnung) von K.

Korollar (aus Satz [1.6)) Sei K ein algebraischer Zahlkirper, dann ist o ein noetherscher
Ring und ein freier Z-Modul vom Rang [K : Q).

BEWEIS Z ist Hauptidealbereich. ]
Definition FEine Z-Basis von ox heifst Ganzheitsbasis von K.

Definition Sei K ein Zahlkérper vom Grad n (d.h. [K : Q] =n).
Ein freier Z-Modul < K vom Rang n heiffit vollstindiges Gitter.
Eine Ordnung von K ist ein Unterring von K, der ein vollstindiges Gitter ist.

Beispiel In K = Q(v/—1) ist (1,4), ein vollstindiges Gitter. AufSerdem ist es ein Ring, also
eine Ordnung von K.

Beispiel K = Q(1/—3).

Z|V=3] = (1,v/=3),, ist eine Ordnuny.
% ist ganz tiber 7.
0:= (l,w), = Z[w] ist auch eine Ordnung.

Es gilt
Z[v—-3] Co.

Bemerkung oy ist eine Ordnung von K.

w =

Proposition Sei o eine Ordnung eines Zahlkorpers K. Dann ist o C ox; d.h. die Mazimal-
ordnung ist das grifite Element der Menge der Ordnungen beziiglich Inklusion.

BEWEIS Sei o € 0. Betrachte
a-o0Co.

Da o ein Gitter ist, ist o ganzalgebraisch 1t. Lemma iiber Charakterisierung ganzalgebraischer
Elemente. Also
a€og = 0Co0k. |



1 Ganzalgebraische Zahlen

Bemerkung Sei o ganzalgebraisch iber Q, K = Q(a), n = [K : Q].
Zla] = <1,a, e ,a"_1>Z ist eine Ordnung von K. (,Gleichungsordnung® von f, wobei f
das Minimalpolynom von « ist.)

Definition (Dedekindsche Ordnung) Sei K ein algebraischer Zahlkérper, M ein vollstindiges
Gitter in K.

o(M):={aeK|aM C M}

heifit (Dedekindsche) Ordnung von M (,die, die dieses Gitter ausnutzen®).

Proposition Sei K ein algebraischer Zahlkorper.
1. Sei M ein vollstindiges Gitter. Dann ist o(M) eine Ordnung von K.

2. Sei 0 eine Ordnung von K. Dann gibt es ein vollstindiges Gitter M von K mit o =
o(M). (Man kann M = o wdhlen.)

BEweIs 1. Seien «, 5 € o(M). Dann ist

aM C M
BM C M,

somit (« — )M C M und (a- f)M C M, also ist o ein Ring.
0 ist abelsche Gruppe, also Z-Modul und Untermodul von oy, also frei abelsch.

Sei wi,...,w, eine Z-Basis von M und (8 € K.
0wy = Z G jEW; fiir ajk € Q,

weil wy, ..., wy, eine Q-Basis von K ist. Sei d der gemeinsame Nenner der n Zahlen ay.
D.h.

dfwy, = Z (daj) wj.
€z

Also

(dﬁ)wk eM
= (dB)M C M.
= dp € o(M).

Somit haben wir
Ve K3deZ:dp € o(M)

und somit
rankz, o(M) =n

gezeigt,.



1.3 Ordnung in algebraischen Zahlkérpern

2. 0 eine Ordnung.
o' =o0(0) ={B € K |PoCo}.

Da 1 € o, folgt
Vieo :f=8-1¢co,

also
o Co.
Sei jetzt B € 0. Da o0 ein Ring ist, gilt
Bo C o,
also 8 € o/, somit
o Co. -

Proposition (Basiswechsel, Index) Sei K ein algebraischer Zahlkérper, o eine Ordnung
von K.

1. Je zwei Z-Basen von o haben dieselbe Diskriminante. Diese wird als Diskriminante der
Ordnung bezeichnet (,kanonische Begriffsbildung®).

2. Falls o' eine weitere Ordnung ist und o' < o (,Unterordnung®), gilt

0+ of] = di'scr(o’)‘
discr(o)
BEWEIS 1. Seien wi,...,wy und 64,...,0, zwei Z-Basen von o.

n
Wj: E az-jwz-
=1

fir passende a;; € Z,
A = (a)ij-
A~ beschreibt Ubergang von s auf ws, A~1 € Z"*".
1 =det(A- A7) = det(A)-det(A™),

N—_—— N——
E€Z €7

also det A € £(Z), also det(A) = £1 (d.h. A ist unimodular).

discr(6y, ..., 0,) = det(A)?* discr(wy, . . ., wy).
=1

2. o' C o beides freie Z-Moduln vom Rang n. Aus dem Struktursatz folgt: Es existieren
Basen wy, . ..,wy, von o sowie mjwi,. .., Mywy, von o fiir ganze Zahlen my |[mg |- - - | my,.

discr(o’) = discr(myws, . . ., Mpwy) = (Mims - - - mn)2 -diser(wy, - .-, wn)

= (my -~ my)? discr(o).



1 Ganzalgebraische Zahlen

Da beide Diskrimanten # 0, folgt

discr(o”)

07 discr(o)

also alle m; # 0.

0/ ~Z/mZ DD L/m,Z,
also
[o:o’]:‘o/o":ml---mn. -
Korollar Jede Ordnung von K ist eine Teilordnung von ox von endlichem Index.

Definition Die Diskriminante eines algebraischen Zahlkorpers K ist die Diskriminante von
OK.

Bemerkung o Ordnung. Dann ist discr(o) € Z.
BeEWwEIs discr(o) € Q, und alle auftretenden Elemente sind ganzalgebraisch. m

Beispiel K = Q(v/—1). Frage: Ist o = Z[i] die Mazimalordnung?

1 1)
discr(o) = discr(i) = ‘z = (722-)2 — 4.

0Cog.

discr(o) —4 9 9

= = : k“ | k € N}.

discr(og)  discr(og) lox o] € {7 | k € N}

Somit
discr(og) € {—1, —4}.
Nehmen wir an, dass discr(ox) = —1. D.h. es gibt ein 3 € ox mit 5 ¢ Z[i] = o, aber

23 € Z[i] (Fermat in ok /o).

b
8= g + 52 fiir passende a,b € 7Z.

Es reicht, a,b € {0,1} zu untersuchen. Storenfriede kinnten sein: %, %, %
% ¢ ox, weil Z ganz abgeschlossen ist (2X —1).

(X - H(X +d) = X2+ 1 ¢ ZIX),

(X - - =Xx2-Xx+2=X2-X+1¢7[X]
Widerspruch, also ox = Z[i], discr(K) = —4.

ol

10



1.4 Transzendenz von e und 7

1.4 Transzendenz von e und 7

Lemma Sei f € C[X] ein Polynom vom Grad m, t € C und

I(t) :/0 e f(u) du.

Weiters sei

|f] = Z]aj]Xj, wobei Zanj = f(X).
=0

Jj=0

Dann gilt:
1I(t) = =25, fO) + ¢ 07 fU2(0) + 0
2. [1()] < [t |1 (|-

BEwrls 1.
I(t) = /t e f(u) du = —et_“f(u)‘g + /t e () du
0 0
¢
= —f(t)+ € £(0) +/ et —uf'(u) du
0

==Y f9W)+e D F90) +o0.
j=0 j=0
2. Dreiecksungleichung: Integrationsweg - max(Integrand). m

Satz 1.7 e = lim,.oo(1 + )" ist transzendent.

BEwEIs Wir nehmen an, dass
Zajej =0 fira; € Z,a9 # 0 (a, beliebig).
j=0
Sei p eine (grofie) Primzahl.
Fl@) = XPUX = 1P (X — n)P,

J = Z a;1(7) I(t) aus Lemma.
5=0

1< (D lagl) - me e (2m)™1)”

(n, a; sind fest; p wird noch wachsen.)

11



1 Ganzalgebraische Zahlen

777

7=, ( S +e S f(k’(0)>
k=0

j=0 k=0

D R O RS SOl DI
0<j<n,0<k<m k=0 §=0

=0

f®)(j) =0fiir 1 <j < nund k < p. (Es iiberlebt jedenfalls (X — j)?~*. Setze X = j, dann
F9 () = 0.

p | fB) fir 1 < j < nund k > p. (Summanden nur # 0, falls (X — j) vollstindig
abdifferenziert , d.h. (p(p —1)---1)1).

f®0)=0firk<p—1

fe=D(0) = (p—1)! (=1)P--- (=n)P fiir p > n.

p teilt das nicht

p!| f*)(0) Fiir Beitrag # 0 muss X?~! vollstéindig abdifferenziert sein (— Faktor (p — 1)!)
und irgendwo sonst muss auch noch differenziert werden (— Faktor p), weiter beliebig diff.
Faktor p! gesammelt.

Also insgesamt: (p — 1)!| J, aber p teilt alle bis auf einen Summanden. Somit

p AT =T #0= T2 (p—1).
Somit (p — 1)! < const - const?, Widerspruch. n
Satz 1.8 m = 2arccos(0) ist transzendent.

BEWEIS Angenommen 7 ist algebraisch. Dann ist auch ¢ = im algebraisch. 9 sei Nullstelle
eines irred. ganzzahligen Polynoms vom Grad d und mit Leitkoeffizient [. D.h. [ ist ganzal-

gebraisch.
9 =090, ... 9@ geien die absolut Konjugierten von 9.
d .
0= H <1 + eﬁm)
j=1
offensichtlich da e = ¢i™ = 1.

R
_ eZim1 0@

(e1,--,eq)€{0,1}2

Die Exponenten

nenne Qji, ..., Q.

12



1.4 Transzendenz von e und 7

wobei g die Anzahl der Zejﬂ(j) =0, g € Ny, ist.
Jede symmetrische Funktion in ag,..., a, ist symmetrische Funktion in allen verriickten
Exponenten. Die gesamte Exponentenkollektion ist symmetrisch in 9.
= jede symmetrische Funktion in laq,...,la, kann durch elementarsymmetrische Funk-
tionen in WM. .. 9™ dargestellt werden, ist also ganzrational.
Setze
fX)=P"XPHX —a)P - (X — ap)P.

deg f =m =np-+p—1, p grole Primzahl.

J= ZI(aj).

Somit
|J| <ec1-ch  fiir passende Konstanten cq, cs.

Ausrechnen ergibt

n

> iy + 323 e 00

j=1 k=0 j=1 k=0
= _ Z f(k)(Oéj) + Z 75 (0) Ze%‘
1<j<n,0<k<m k=0 j=1

=- S ey +ad) ]P0
k=0

1<j<n,0<k<m

g(IX) = f(X) =1"(IX)P1(IX — ﬁb o (IX = lag)P.
ganzalgebr.
FOX) =g (IX).
g(y) =1"YPHY —lag)P - (Y — lay,)P

ist Polynom mit ganzalg. Koeffizienten, symmetrisch in layg, ..., la,. g € Z[X].

Somit
> rBag) = 3 fWgliay) € 2 .

(gleiches Argument). Gleiches Argument wie frither: Bis auf f~1(0) alle Summanden durch
p! teilbar. ...

13



1 Ganzalgebraische Zahlen
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2 Struktur der ldealhalbgruppe

R ein Ring, M, N C R (meistens sogar Ideale). Dann ist

M+N:={m+n|meM,necN},
M-N :={mmn+---+myn, |r €Ng,m; € M,n; € N}.

Es gelten:

o Assoziativgesetzt bzgl. +, -

e Distributivgesetz M - (N +Q)=M-N+ M -Q falls 0 € N,Q

e Neutrales Element bzgl. +: {0}

e Neutrales Element bzgl. -: M - R = M falls M < R.
Falls M, N <R, soauch M + N und M - N.

Mit M~ bezeichne {m~! | m € M}, falls R ein Korper und 0 ¢ M.

2.1 Lokalisierung

Definition Sei R ein Ring. R heifft lokaler Ring, wenn R ein eindeutiges mazximales Ideal
enthdlt.

Proposition Sei R ein Ring. Dann ist R genau dann ein lokaler Ring, wenn R\ E(R) ein
Ideal ist. In diesem Fall ist R\ E(R) das eindeutige mazimale Ideal.

BEWEIS ,=—“: Sei M das eindeutige maximale Ideal. Sei x ¢ M. Falls z ¢ E(R), so ist
(x) # R, daher ist (z) in einem maximalen Ideal enthalten. Somit ist (z) C M und z € M,
Widerspruch. Daher ist x € E(R).

Umgekehrt ist jedes x € £(R) kein Element von M. Somit

R\ M = &(R)
bzw.
M =R\ E(R).
,<="“ Falls M = R\ E£(R) ein Ideal ist, so ist es ein maximales Ideal. (Es kénnten nur

mehr Einheiten hinzugefiigt werden und somit der ganze Ring erreicht werden.) Jedes I < R
mit [ # R ist in M = R\ £(R) enthalten, somit ist M einziges maximales Ideal. n

15



2 Struktur der Idealhalbgruppe

Definition Sei R ein Ring, D C R. D heifit multiplikativ abgeschlossen, falls
le,dg €D:dy-dyeD

und
0¢D,1€D.

Proposition Sei R ein Ring, L ein Kérper, R < L, D C R eine multiplikativ abgeschlossene
Menge. Dann gilt (,lése mich ein bisschen vom Ring, erlaube also mehr im Nenner und gehe
Richtung Quotientenkdrper®)

1. D"'R={%|r € R,d € D} ist ein Ring, der R enthiilt.

2. Sei ein R-Modul, M < L. Dann ist
D*%J:{%|meﬂmdeD}

ein D™YR-Modul, der M enthilt. Falls M ein endlich erzeugter R-Modul ist, so ist
D~'M ein endlich erzeugter D~' R-Modul.

8. Sei I <R. Dann ist D~'I < D7IR.
4. Sei J I D7 'R. Dann ist JAR<R und es gilt

J=D"YJNR).

5. Sei I < R. Dann gilt
D'R=R<IND#0.

BEWEIS 1. Seien 71,79 € R,d1,ds € D. Dann ist

€R
d +d
Lo, T2 or1 £ diro
B e i 2.1
di do dido (2.1)
~—~
€D
reo Ty TIT2
R 2.2
di do  didy’ (22)

d.h. {4 | r € R,d € D} ist ein Ring, der in D™'R enthalten ist.
Umgekehrt ist D™'R C {4 | 7 € R,d € D} wegen (2.1)).

r € R kann als %l geschrieben werden, also r € D™1R.

2. Beweis von [1] abschreiben:

domi £ dimy € M

eM
~ =

T m ™ m
dy do  dids
~

eD

16



2.1 Lokalisierung
Sei M = (w1,...,wn)p und & € D™'M. Dann & = % mit m € M,d € D.

m = E ajwj
m e

xr = d - E Wj:>D_1M:<w17"'?wn>D—1R'
——

eD- 1R

3. I ist ein R-Modul. Wende Pl an.

4. Sei J<D7'R. Da J und R abelsche Gruppen bzgl. + sind, ist auch J N R eine abelsche
Gruppe.

Seix € JNR,r € R. Dann ist

rT €ER
und r - x € J,
~—
eD-1rR €J

somit J N R <R.

Zur Gleichung:
DY JNnR)CD'JC(D'R)JCJ,

weil J ein D' R-Ideal.
Sei Umgekehrt z € J. Dann hat x die Gestalt x = § fiir » € R,d € D. Dann ist

d o =red,
~—~ ~~
€eDCRCD-'R €J

somit r € J und damit
z e DY RNJ).

5. D' I=D'ReleD e l==Lfirrel,de D, alsor=d, also IND #0. n

Proposition Sei R ein Ring, der im Korper L enthalten ist, und p ein Primideal von R.
Dann ist R\ p multiplikativ abgeschlossen. Der Ring

R,:=(R\p) 'R
ist ein lokaler Ring; sein mazimales Ideal ist
p
mp:{g |pep unddGR\p}.
Es gilt myN R =1p.

Definition Mit den Bezeichnungen der Proposition heift R, die Lokalisierung von R nach
p.

17



2 Struktur der Idealhalbgruppe

BEWEIS (BEWEIS DER PROPOSITION) Seien a,b € R\ p. Dann gilt a - b € R\ p, weil sonst
a € p oder b € p folgen wiirde (p ist ein Primideal).
Suche Einheiten von Rj.

E'Q:1:>7“17“2:d1d2 mitTl,TQER,dl,dQED::R\p.
di da
Da dy -dy ¢ p, folgt 1 ¢ p und ro ¢ p. Jede Einheit ist also Quotient zweier Elemente aus D.
Falls umgekehrt dy,ds € D, so ist

di  da

do di’
~—
€ER, €R,

also Z—; € £(Rp). Daher
d
E(Rp) = {CTI |dy € D,dy € D}
2

und somit

Ry \E(Ry) = {4 |pep,de D).

(»,Check*: %+ = & = @:pc@ €p.)
&p
D~1p ist 1t. obiger Proposition [3| ein Ideal. Mit der Proposition iiber lokale Ringe folgt R,
ist ein lokaler Ring, m, = D~1p ist das eindeutige maximale Ideal.
p Cmy=D"'pund p C R lt. Angabe, somit p Cm, N R.
Sei umgekehrt § € my N R mit p € p,d € D. & =r fiir f € R. Somit

Primideal
p =r-_d pgearepjmpﬂRgp.
~—~ ~~
€p &p n

Proposition Seien R <S5 Ringe, Unterringe eines Korpers L. D sei eine multiplikativ ab-
geschlossene Teilmenge von R. Dann gilt

1. Falls S ganz iiber R ist, dann ist auch D~'S ganz iiber D™'R.
2. Falls R ganz abgeschlossen ist, dann ist auch D™'R ganz abgeschlossen.

3. Falls S der ganze Abschluss von R in L ist, so ist D™1S der ganze Abschluss von D™'R
mn L.

(,Das heifit: Der Lokalisierungsprozess tut unseren Begriffen ganz, ganz abgeschlossen etc.
nichts. “)

BEWEIS 1. Sei g € D7'Smit d € D,3 € S. Da 3 ganz iiber R ist, gibt es einen endlich
erzeugten R-Modul M # {0} mit
BM C M.

Dann ist D~'M endlich erzeugter D~'R-Modul und

p

h (D™*M) C D~ M.

Somit ist % ganz iiber D™'R.

18



2.3 Primidealzerlegung

2. Sei K der Quotientenkorper von R (und damit auch von D™'R). Sei z € K, = ganz
iiber D~'R. Dann gibt es Gleichung

an_lmnfl—i-“-—i-f:()

"+
dn—1 do

mit a; € R,d; € D. Multipliziere mit gemeinsamem Nenner d € D:
de"™ + bp_12" P 4 4 by =0,

wobei b; € R. Dann ist dz ganz iiber R (1. Proposition in Abschnitt , also (R ganz

abgeschlossen)
d$:TER=>£E:§ED_1R.

3. S ist ganz abgeschlossen in L. Daher ist D~!S ganz abgeschlossen in L (It. .
D™1S ist ganz iiber D71R (1t. [1).
Sei 3 € L, 8 ganz iiber D™!'R. Dann ist 3 ganz iiber D15, also 3 € D~'S. Somit

DS ={B € L| B ganz itber D'R}. -

2.3 Primidealzerlegung

Definition Sei R ein Ring, K sein Quotientenkorper, M C K. M heifit gebrochenes Ideal,
falls

o M ein R-Modul ist und
e JceR:c-MCR,c#0.

Proposition Sei R ein Ring, dann bildet die Menge der von {0} verschiedenen gebrochenen
Ideale bzgl. Komplexprodukt ein Monoid mit neutralem Element R.
Falls M in diesem Monoid invertierbar ist, M - N = R, so gilt

N={xe K|xzM C R} =: Inv(M).

BEWEIS Seien Mj, My gebrochene Ideale # {0}, dann ist M; - My ein R-Modul, und falls
c1M1 C R und coMy C R fiir ¢1,c0 € R, so ist

(Clcg) . (Mle) g R.

Sei m1 € My \ {0}, mo € My \ {0}, dann ist my - mg € My My, und mims # 0, weil alles in
Quotientenkorper abléuft.

Assoziativgesetz gilt sowieso.

Sei M ein gebrochenes Ideal # {0}.

1eR M ist R-Modul
M=1-M C R-M C M,

also M = RM, somit ist R neutrales Element (eindeutig).
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2 Struktur der Idealhalbgruppe

Sei jetzt M invertierbar, M - N = R. Sei x € N.
M C N -M =R,

also z € Inv(M).
Sei umgekehrt « € Inv(M), also xM C R. Multipliziere mit N:

N ist R-Modul
rexR=axMN C RN C N,
~—~
=R
somit
Inv(M) = N. -

Definition (Dedekind-Ring) Sei R ein Ring. R heifst Dedekind-Ring (Dedekind-Bereich,

wenn man nicht mit Generalvoraussetzungen wie wir lebt), falls

o R noethersch ist,
e R ganz abgeschlossen ist,
o jedes Primideal # {0} von R ein mazimales Ideal von R ist.

Bemerkung Sei K ein algebraischer Zahlkérper, ox sein Ganzheitsring. Dann ist ox ein
Dedekindring.

(Noethersch lt. Korollar zu Satz 1.6, ganz abgeschlossen, weil es ganzer Abschluss von Z in
K ist. Jedes Primideal # {0} ist mazimal, lt. Proposition in Abschnitt 2.2.)

Bemerkung Sei R ein Dedeking-Ring, M ein gebrochenes Ideal von R. Dann ist M ein
endlich erzeugter R-Modul.
(cM C R fiir passendes ¢ € R, also ist cM ein R-Modul, der in R enthalten ist, also ein

Ideal, cM < R. Also ist cM endlich erzeugtes Ideal, also endlich erzeugter R-Modul, und
1
M=- (em) ,
C N——
endl. erz. R-Modul

also endl. erz. R-Modul.)

Einschub Sei p ein Primideal, I, J zwei Ideale mit I-J C p. Dann gilt I C p oder J Cp (in
einem Ring).
(Sonst gibt es ein x € I\ p,y € J\ p, damit

Ty € I-Jc p,
also x € p oder y € p, Widerspruch.)

Einschub Inv(M) ist gebrochenes Ideal:
(xM C R,yM C R, somit

(x+y)M CazM +yM C R.

R,r € R, so ist reM C rK C R. Also Inv(M) ist R-Modul. Sei cM C R,x €
m e M.

M C

Inv(M),
cemx CecxM Cc- RCR,
v

also (em) - Inv(M) C R.
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2.3 Primidealzerlegung

Satz 2.1 Sei R ein Dedekindring. Dann bilden die von {0} verschiedenen gebrochenen Ideale
eine Gruppe (bzgl. Komplexprodukt). Jedes Ideal {0} # I QR besitzt eine im Wesentlichen
eindeutige Darstellung

I'=p1-pr

fiir Primideale p1,...,pr,7 € Ng, d.h. bis auf Permutation der Indizes eindeutig.

Bemerkung Man kann zeigen, dass aus den beiden Aussagen auch folgt, dass R ein Dede-
kindring ist.

BEWwWEIS (BEWEIS DES SATZES) 1. Beh.: Fiir alle Ideale I gibt es ein Produkt von Prim-
idealen py,...,p, # {0} mit
pr---pr C 1.

Bew.: Sei I ein maximales Gegenbeispiel, d.h. ein maximales Element von

{J < R | es gibt kein Produkt py ---p, C J},

welches existiert, weil R noethersch ist.

Dann ist I kein Primideal (sonst wire es kein Gegenbeispiel). Daher gibt es a,b € R
mit ab € I, aber a ¢ I und b ¢ I. Betrachte die Ideale (Klammern bedeuten Ideale)

Jii={a}ul), Jo:=({b}UI).

Dann gilt
ICJ; und ICJp

(weil @ € J; \ I,b € Jo \ I). Daher gibt es Primideale p1,...,ps, Pst1, ..., P, mit
p1---ps € J1 und  psipr---pr C S

Es gilt J1 = Ra+ I und Jo, = Rb+ 1.
Daher

Pl"‘PsPsH"'Pr§J1'J2=(Ra+l)(Rb+I)
=R-R_ab —i—@—i—RIa—i—I'IQI,

<~
el cI CrI crI
——
CI

Widerspruch zur Existenz eines Gegenbeispiels.

2. Beh.: Jedes Primideal # {0} ist invertierbar.
Bew.: Sei p ein Primideal. Es gilt: R C Inv(p) (fiir alle r € R gilt rp C p C R).
Sei a € p. Dann gibt es Primideale py,...,p, # {0}, sodass
pro--prC(a) Cp

(laut 1.) Dabei sei  minimal mit dieser Eigenschaft gewéhlt (,,lasse die Theorie schau-
en“). Betrachte pq ---p,—1. Lt. Minimalitéit von r heifit das py---p,—1 € (a), also gibt
es ein ¢ € py---pr—1 mit ¢ ¢ (a), also a t c. Andererseits gilt

c-pr C(a)=aR Cp.
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Aus py---p, C p folgt, dass ein j € {1,...,r} mit p; C p existiert. O.B.d.A. war das
das p, C p. Da jedes Primideal # {0} maximal ist, folgt p, = p.

Also
c-pCakR,
somit a
-p C R,
c
daher

c ¢
-l - .
. € Inv(p), aber " ¢ R

= R C Inv(p).

Somit gilt
p-1 CpRC pInv(p) CR.
~— ———
max. Ideal in R enth. gebr. Ideal, also Ideal von R

Wegen Maximalitit von p: p - Inv(p) = R (fertig) oder p = pInv(p).

Annahme: p = pInv(p).

Sei € Inv(p). Dann gilt = -p C p - Inv(p) = p. p ist Ideal in noetherschem Ring,
also endlich erzeugter R-Modul. Daher ist x ganz iiber R. Da R ganz abgeschlossen ist

(,endlich 3. Voraussetzung von Dedekind verwendet®), folgt € R und damit Inv(p) C
R, Widerspruch.

. Beh.: Jedes Ideal # {0} ist invertierbar.

Beweis: Sei I ein maximales Gegenbeispiel. Dann ist I kein Primideal und I # R. Es
gibt somit ein Primideal p mit 7 C p C R.

Betrachte J := I - Inv(p) (,multipliziere I mit ziemlich viel“). Es gilt
J =1 Tnv(p) Cp-Inv(p) = R,
daher ist J =1 -Inv(p) < R. Falls
I =1 Inv(p),
so folgt wie oben Inv(p) C R, das ist falsch. Daher
ICI-Inv(p)=.
Da I max. Gegenbsp. ist, besitzt J ein Inverses.

I (Inv(p)Inv(J)) = J -Inv(J) = R = I invertierbar.

. Beh.: Jedes gebrochene Ideal # {0} ist invertierbar.

Beweis: Sei M ein gebr. Ideal von R, dann existiert ein ¢ € R mit cM C R, also cM <R,
somit existiert 1t. 3. ein gebr. Ideal N mit (¢M)- N = R, also ist ¢N invers zu M.

Also bilden die von {0} verschiedenen Ideale eine Gruppe.



2.3 Primidealzerlegung

5. Beh.: Jedes Ideal # {0} von R ist als Produkt von Primidealen darstellbar.

Beweis: R = (leeres Produkt), wir miissen uns nur um Ideale I C R kiimmern. Sei I ein
maximales Gegenbeispiel (,noethersch® verwendet). Offensichtlich ist I kein Primideal,
also ist I C p fiir ein max. Ideal p. Betrachte

p-ICR,
also ist p~1 - I < R. Wir wissen, dass

RCInv(p)=p ",

also gilt
I=R-ITCyp'I
und I # p~'TI (sonst p~! = R, Widerspruch; ,,weil in Gruppe“). Also
ICp'T<R.
Da I ein maximales Gegenbeispiel ist, gibt es Primideale pq, ..., p, mit
p=p1-pr,

somit (,noch einmal: wir sind in einer Gruppe®)

I'=p-p1-pr,
Widerspruch.

Seien M, N gebrochene Ideale von R. Schreibe M | N, wenn es ein Ideal I < R mit
M-I =N gibt (,M teilt N¢).

6. Beh.: Seien M, N gebrochene Ideale von R. Dann gilt
M|N & NCM.

Beweis: ,,=“: Es gibt ein I C R mit

N=M-ICM-RCM.

,<=“1Sei N C M. Setze I := M~!N (auBler wenn M = {0}, dann gilt auch N = {0}
und daher M - R = N, fertig). I ist ein gebrochenes Ideal von R. Da N C M, gilt

I=M"'NCMN=R,

also I < R, somit M | N.

(,Haben eine Art Teilbarkeitstheorie fiir Ideale entwickelt (bzw. definiert), indem wir
alles auf Teilmengen zuriickgespielt haben.“)

7. Beh.: Sei p ein Primideal, I, J Ideale. Dann gilt

pll-J—p|Ioderyp]|J

Beweis:
plI-JET.JCp=ICpoderJCp=p|Ioderp]|..

23



2 Struktur der Idealhalbgruppe

8. Beh.: Eindeutigkeit der Darstellung als Produkt von Primidealen. (,Beweise werden
kiirzer, es ist also nicht mehr viel zu tun. Wir brauchen nur mehr zudrehen!“)
Beweis: Sei
Pr--pPr=4d1---gs
mit 7,5 € No,p1,...,Pr,q1,- .., s Primideale und die beiden Darstellungen gehen nicht
durch Permutation auseinander hervor. O.B.d.A. r < s und r minimal. Es gilt s > 1

und
qg1--9s € qs & R,

somit auch r > 1. Da qs | p1 - - p,, folgt 1t. 7. (und Induktion), dass g, | p; fiir ein j €
{1,...,7}, 0.B.d.A. j = r. Somit p; C q,. Da beides maximale Ideale sind (,,verwende
wieder Dedekind-Ring®), folgt p, = qs. Somit

pr--Pr—1 =401 9s-1,

Widerspruch zur Minimalitat von r. ]

Korollar Sei K ein algebraischer Zahlkdrper, o sein Ganzheitsring. Dann bilden die von
{0} verschiedenen gebrochenen Ideale eine Gruppe, jedes Ideal von o besitzt eine Darstellung
als Produkt von Primidealen und diese ist bis auf Permutation eindeutig.

BEWEIS Folgt sofort aus dem Satz, weil ox ein Dedekind-Bereich ist. ]

Definition Sei K ein algebraischer Zahlkorper. Dann bezeichne die Gruppe der von {0}
verschiedenen gebrochenen Ideale von ox mit Iy .

Bemerkung Man findet auch die Notation Zy fir ox. (”‘Die Notation derer, die sich vor
Frakturbuchstaben fiirchten; normalerweise gehire ich zu dieser Gruppe.”’)

Proposition Sei R ein Dedekind-Ring, M ein gebrochenes Ideal von R. Dann gibt es Prim-
ideale

P15 P41, - -5 s,

sodass

p1--Pr
qi Qs
wobei p; # q; fir alle i, j. Die Darstellung ist bis auf Permutation eindeutig.

1

M = —prpeay ey

BEWEIS Es existiert ein ¢ € R mit cM < R, also
cRM =cM =py---p,

(R ist neutrales Element). c¢R ist ein (Haupt-) Ideal, also

cR = di1---Qs,
somit
qi---qsM =p1---pr
M= p1-- 'pr‘
qi-- - qs
Kiirze gemeinsame Faktoren und alles andere wie tiblich. ]
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2.3 Primidealzerlegung

Definition Sei R ein Dedekind-Ring, M ein gebrochenes Ideal, p ein Primideal. vy(M) ist
jene ganze Zahl, sodass
M = p”P(M) . p‘lxl .. .pff’“

fiir von p verschiedene Primideale p1,...,p, und aq,...,ap € Z\ {0} gilt (Ordnung von p in

Sei x aus dem Quotientenkdrper von R, so setze
vp(z) = vyp(zR)

(xR ist gebrochenes Hauptideal).
Falls vy(x) > 0, spricht man von einer Nullstelle von = an p, falls vy(x) < 0, spricht man
von einem Pol, falls vy(x) =0, heifit x eine p-Einheit.

Proposition Sei R ein Dedekind-Ring, D eine multiplikativ abgeschlossene Teilmenge von R.
Dann ist D™'R ein Dedekind-Ring. (,Bei Lokalisierung gehen Dedekind-Ringe in Dedekind-
Ringe iiber.“)

Die Abbildunge ® von der Gruppe der gebrochenen Ideale # {0} von R mit

®(M):=D M

ist ein Gruppenepimorphismus in die Gruppe der gebrochenen Ideale # {0} von DR, der
die Ideale von R surjektiv auf die Ideale von D™'R abbildet.

Ker ® = {M gebr. Ideal | M N D # (}.
BEWEIS In Abschnitt 2.1 wurde gezeigt, dass fiir jedes Ideal J <D™ 'R
J=DYJNR)
(*) gilt.
1. R algebraisch abgeschlossen = D~!R algebraisch abgeschlossen (Ende von 2.1).
2. Beh.: D7!'R ist noethersch.
Beweis. Sei J < D7!'R. Dann ist J N R C R, somit

JNR=(wi,...,w)p
J=D'JNR)=(wi,...,w)p-1p,

fertig

3. Beh.: Jedes Primideal # {0} von D~ R ist maximales Ideal von D™!R.
Beweis. Sei p<ID 'R, p # {0}, p Primideal, und sei J <D 'R mit p C J C D" 'R. Es
gilt
pNR CJNR.
——

Primideal von R
Da R ein Dedekindring ist, ist p N R ein maximales Ideal. (Da 1 ¢ p, gilt pN R # R. Da
{0} #p=D"'(pNR), gilt pN R # {0}.)
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2 Struktur der Idealhalbgruppe

J N R ist ein Ideal, also JN R = R oder JN R = pN R. Im ersten Fall folgt J = D™'R

It. (*), im zweiten Fall ergibt (*) J = p.

Somit ist D~!R ein Dedekind-Ring.

In 2.1 wurde gezeigt, dass ®(M) ein D~'R-Modul ist.

Wenn M ein gebrochenes Ideal ist, so ist c¢M C R fiir ein ¢ € R, also

D YeM)C D7'R,

also
c-D'MCD'R

mit ¢ € R C D™'R. Somit ist ®(M) gebrochenes Ideal von D~!R.

® : (gebr. Ideale von R # {0}) — (gebr. Ideale von D™'R # {0})

. Beh.: @ ist surjektiv.

Beweis: Sei N ein gebrochenes Ideal von D~!'R. Dann gibt es ein ¢ € D™'R mit
¢cNC D 'R.
Sei ¢ = § fiir a € R,d € D. Dann gilt auch
aN=d-¢cNCd-D'RCD'R.

Daraus folgt
aN = D7 '(aN N R)
(It. (*)), also
N=D" (N N 1R)
a

gebr. Ideal von R

5. ® ist Homomorphismus:

1eD

®(M-N)=D ' (M -N) = (D'DYM-N)=D"'M -D'N =&(M)-®(N).

2.5 Absolutnorm von ldealen

Definition Sei K ein algebraischer Zahlkorper, o = ox sein Ganzheitsring und {0} # I <o.
Dann definiere die Absolutnorm von I als

N :=|o/I| = [0 : 1].

Satz 2.3 K algebraischer Zahlkérper, o = o Ganzheitsring. Dann gilt:
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2.5 Absolutnorm von Idealen

2. Va €0 : N(ao) =

N(o)
3. Sei {0} # p ein Primideal von o, das iiber pZ liegt. Dann gilt N (p) = p.

BEWEIS 1. Sei I =pj*---pdr.

T

Chin. RS
o/ =o/p™ - -pr RIS g mar o /po,

N(I)=Np™)---N(ptr). Wir wissen (Lemma 4 von Abschnitt 2.4):

Pt /et = o/p,
also insbesondere |p*/p* 1| = |o/p|.
a;j—1 p?j s ai—1 s
‘U/Pj ‘ P e g lo/p%[ = [o/p® 7| - |o/pj] = lo/ps]™ .
J J

Somit
N = T lo/psl"
j=1
Daraus folgt sofort die Formel N(I -.J) = N(I)- N(J).

2. 0/p=".
o/p ist KE von Z/pZ vom Grad f(p/pZ).

= N(p) = lof/p| = p/?/72).
3. Wir miissen [0/ao] berechnen. Sei wy, ..., w, eine Ganzheitsbasis von o.
awj = Z aijwi fir passende aij € 7.

Nach Definition gilt det ((a;;)) = N(a). awy, . .., aw, bilden eine Z-Basis von ao.

o '2ao] letzte Prop. in 1.3 diser(awy, . . ., awy) _ det((a;j))? - diser(wy, - . ., wn)
NI discr(wy, - - ., wp) discr(wy, . . ., wy)
€z
. 2
= (V)
—_————
€z

somit
[0: o] = ‘]\7(04)‘

27



2 Struktur der Idealhalbgruppe

2.6 Faktorisierung von Primzahlen in Zahlk6rpern

K algebraischer Zahlkorper, o = ox sein Ganzheitsring, p € Z eine Primzahl. Wir suchen
Faktorisierung po = p7* - - - p&r. K = Q(«) fiir ein passendes « € o.

Satz 2.4 Mit obigen Bezeichnungen nehme an, dass pf[o : Z[a]]. Sei f das Minimalpolynom
von a und f das Bild von f bei Reduktion mod p. In Fp[X] habe f die Primfaktorzerlegung

,
=113
j=1
fiir passende Polynome g; € Z[X] und e; € N. Sei
pj == (gj(a), p) = gj(@)o + po.
Dann ist p; ein Primideal und es gilt
po = pit Py
BEWEISIDEE Konstruiere Isomorphismus
0/po o= Fp[X]/ fFp[X]
und transportiere maximale Ideale hin und her. ]

BEWEIS 1. Beh.
o/po ~ Z[a]/pZ|a] via [+ pZla] — [+ po.

Beweis. Kern:
(mpo 0 incl) = {B € Z[a] : § € po} = Z]a] N po.

Sei k = [0 : Z[a]]. Fiir alle v € o ist somit ky € Z[a] (Fermat). Da p{k, gibt es ein k
mit kk =1 mod p.
y=kk-y+l-p’ leZ.

—

€Z[a]
Somit

v+po=Fk -k-v+po.
———
€Z[a)

Daher ist m,, surjektiv. Lt. 1. Isomorphiesatz folgt
Zla]/(Z]a) N po) ~ o/po.
Es gilt pZ[a] C (Z[a] N po)).
[Z[a] : pZle]] = p™  (n=[K:Q]).
(pwi, ..., pwy, sind Z-Basis von pZ[a], wenn wy, .. .,w, Z-Basis von o.)

2l0] : (Z[o] (1p0)] = [0 po] = N(po) ™22 [Ny g0)] 2 '
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Also
p" = [Z[a] : pZ[a]] = [Z]a] : (Z[a] N po)] -[Z]a] N po : pZ[a]].

=pn

Daraus folgt
[Z]a] Npo : pZla]] =1
= Z[a] N po = pZ[a].
2. Beh.
ZIX]/ FZIX] + pZIX] ~ Zla] /pZ]a].

Beweis. g — g(a) + pZ[a]. mpzja) © eve ist als Zusammensetzung von surjektiven Abbil-
dungen surjektiv.
Ker = {g € Z[X] | g(a) € pZa]}.

Schreibe g =f-q+p-7r+t.

qEeZX

r € Z[X]

t € Z[X]

degt < degf=mn
Jeder Koeflizient von ¢ € {0,...,p — 1}.
g(a) € pZla] & t(a € pZ) < t = 0.
geKeret=0=Ker(...) = f-Z[X]| + pZ[X].
3. Beh.
ZIX]/FZIX] + pZ[X] = F[X]/fFp[X] via g+ [Z[X]+pZ[X]— G+ [Fp[X].

Beweis. 7 () © mod p ist surjektiv. g € Ker < ¢ = t € fFy[X] & t =0 (wie bei 2.)

Somit bis jetzt: B
g+ [Fp[X] = g(a) + po. n

Beispiel D € Z quadratfrei, betrachte Q(\/T)) Dann ist der Ganzheitsring

. ZvD] D=2,3 mod4
B Z[H\/ﬁ] D=1 mod4

I

also [o : Z[\/T)]] € {1,2}.
Sei p eine ungerade Primzahl. Erhalte Faktorisierung von po durch Faktorisierung von
X2 — D iiber Fp.

D st quadratischer Rest mod p (als Legendre-Symbol: (%) =1)
<= X? — D hat in F, eine Nullstelle.

< (X2 - D) = (X — d1)(X + da) diber Fp.

< po = ((\/5 —dj)o +p0> <(\/5—|— di)o +po>

< pZ verzweigt total.
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2.7 Endlichkeit der Klassenzahl

Proposition Sei K ein algebraischer Zahlkorper, M ein vollstindiges Gitter in K. Dann
gibt es ein m € N, sodass

Vee K 3re{0,....,m} Jyerz+M:|N(y)| <1
BEWEIS Sei M = (w1,...,wp)y. Setze

g(x17 s 73:71) = N(‘lel +--t xnwn)
= det (Mg;lwl—f—'-'-f—ivnwn)
= det (Ml'lwl + M.’L’QUJQ +-+ anwn)

=det | x1 My, +---+2xn M,,
N~~~ N~
eZan eZan

= Polynom in x1,..., %y,

wobei Mg die Matrix ist, die die Multiplikation mit 3 beschreibt, und z1,...,2, € Q.
Setze

C:= max T1yeeeyTn)l-
(21 ,.esn) €[0,1]7 l9(1 )l

(g ist stetig auf R™, Einheitswiirfel ist kompakt.)
Wihle ein k£ € N mit £ > C und setze m = k™. Weiters ist

g(txy, ..., txy) =t"g(z1,...,2p)
(g ist homogen vom Grad n).
Betrachte ein rz, r € {0,...,m}. Dann ist
T = qiw1 + -+ gpwn

fiir passende ¢q1,...,q, € Q. w1,...,w, sind n Q-linear unabhéngige Elemente von K, also

Basis.
n

rr = Z |gi| wi + Z {¢i} wi mit z = |z] + {z}.
i=1 i=1
eM

Wir haben jetzt m + 1 = k™ + 1 n-Tupel
(lar],---, lyn)) €10, 1)".

Unterteile [0,1] = [0, 2] U~ U [52,1] (k Intervalle).

1
[0,1]" = Vereinigung von k™ Wiirfeln der Seitenlénge T

Mittels Schubfachschluss folgt, dass es einen Wiirfel gibt, in dem 2 solche n-Tupel sind.

lgi],--.,|qn] komme von rz

141] .-, |4,| komme von sz,
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0B.dA. s>r.
(s =r)z=ms —my+ > ({a:} + {ai}) wi.

eM

=,lyl<3
Somit y € (s —1r) x+ M.

~——

e{1,...,m}

' Z (k {qi} —k {ql}) W;.

l1<1

=

y:

Also

NI = g Ja (k) — k) oo ) — K ) € O < =1

Definition Zwei vollstindige Gitter M und N eines algebraischen Zahlkérpers heiffen dquivalent
(im weiteren Sinne), falls es ein A € K \ {0} gibt, sodass N = AM..

Bemerkung Das ist eine Aquivalenzrelation, also gibt es Aquivalenzklassen.

Satz 2.5 (Endlichkeit der Klassenzahl) Sei R eine Ordnung eines algebraischen Zahlkérpers
K,
Z(R) := {M wollstindiges Gitter in K|midRM = M}.

Dann enthilt T(R) mit jedem vollstindigen Gitter auch seine gesamte Aquivalenzklasse und
TZ(R) modulo Aquivalenz ist endlich.
h(R) := Anzahl der Aquivalenzklassen in T(R) heift Klassenzahl.

BEWEIS Sei M € Z(R), also RM = M. Dann gilt auch
R(AM) =AM fur alle A € K \ {0},

also ist die gesamte Aquivalenzklasse von M enthalten.
Behauptung. In jeder Aquivalenzklasse C Z(R) gibt es ein M mit %R C M C R, wobei ¢
eine nur von R abhingige Konstante ist.
Beweis. Starte mit beliebigem vollstindigen Gitter My € Z(R). wy, .. .,w, sei Z-Basis von
R. &, ...,&, sei Z-Basis von M.
& = %wi fir passende ¢;; € Z,d € Z \ {0}.
i=1

(Wi, ..., wy ist Q-Basis von K.) Somit gilt d§; € R und
M =dM; C R und M und M; sind dquivalent.

Wihle ein 0 # a € M mit minimaler Norm. (Da M C R C og, sind alle Normen von
Elementen von M ganzrationale Zahlen.)

m sei nun die Konstante aus obiger Proposition, die zu R gehort. Setze ¢ := ml. (¢ =
kegV(1,...,n) wire auch genug.)
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2 Struktur der Idealhalbgruppe

Wihle 5 € M beliebig. Dann gibt es ein r € {1,...,m}, sodass rg + R ein Element y mit
|N(y)| <1 enthélt (It. Proposition).

y:T§+’Y VER

1> NI =[N0 2 + )

B rB4+ya | 1 ‘
somit
N(rf + vya)| < |N(a).
~— =~
eM eM

Wir haben das Elemente 73 + ya € M gefunden, dessen Norm kleiner als N («) ist. Also

rB+ya =0. -

Korollar (Endlichkeit der Klassengruppe) Sei K ein algebraischer Zahlkérper, ok sein
Ganzheitsring, T die Gruppe der von {0} verschiedenen gebrochenen Ideale von o,

Hr ={dox | A€ K\ {0}}
die Gruppe der ,gebrochenen Hauptideale® ( ,eigtl. umgekehrt, geht nur im Englischen®),
CUK) :=TIk/Hk
die “Klassengruppe von K ,. Dann ist CI(K) eine endliche Gruppe.

BEWEIS 1. Behauptung. Sei M ein vollstédndiges Gitter mit ox M = M. Dann ist M ein
gebr. Ideal.

Beweis. Offensichtlich ist M ein ox-Modul. Lt. Beginn des Beweises des Satzes existiert
ein d € Z mit dM C 0. = M ist gebr. Ideal.

2. Behauptung. Jedes gebr. Ideal ist vollstdndiges Gitter.
Beweis. Sei M ein gebr. Ideal, yM C ok fiir v € ox. Dann gilt

~———
freier Z-Modul

Untergruppen von frei abelschen Gruppen sind frei. Somit ist M freier Z-Modul.

Sei wy, . ..,w, eine Z-Basis von og. wi,...,wy, sind also linear unabhéngig iiber Z. Sei
0 M.

5w1,...,5wn€50K§MoK§M.

Das sind n linear unabhingige Elemente aus M. M hat somit Rang > n, aber > n geht
nicht.
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2.7 Endlichkeit der Klassenzahl

3. Hx < Ik, weil jedes Element von Hp offensichtlich ein vollstédndiges Gitter ist und
daher 1t. [1] ein gebr. Ideal ist. Hx ist Gruppe (abelsch) klar.

4. Zwei vollstindige Gitter M, M’ sind dquivalent

o M = M
& M = (Mog)M < M, M’ dquivalent mod Hy.
Die Endlichkeit von Cl(Zx /Hg) folgt aus dem Satz. m

Definition Die Kardinalitit der Klassengruppe CI(K) heifit Klassenzahl von K, schreibe
hi.

Bemerkung hyx =1 <= ox ist Hauptidealbereich.
(hk =1 Hg =TIk.)

Proposition Sei K ein algebraischer Zahlkérper, I < oy . Falls I' ein Hauptideal ist und
geT(l,hi) =1, so ist bereits I ein Hauptideal.

BEWEIS

I'e Hx
"5 € Hy (Fermat)

Wiéhle z,y € Z mit xl + yhy = 1. Somit gilt

T=T1%. v = (1" ). (") € Hg.
EHk EHK | ]
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2 Struktur der Idealhalbgruppe
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3 Struktur der Einheitengruppe

3.1 Leichtes uiber die Struktur

Sei K ein algebraischer Zahlkorper, R eine Ordnung von K (,brauche explizit nicht die
Hauptordnung®). Lt. Struktursatz ist

= L. Z X X1.
E(R) = (endl. Gruppe) X Z X - - X

Die wesentliche Frage ist, wie grof3 r ist.

Satz 3.1 Sei H := {( € R | C ist Einheitswurzel}. Dann ist H eine zyklische Gruppe und
dr € Ny, sodass
ER)=HXZLx---xX7L.
—_——

r

BEWEIS Sei G eine abelsche Gruppe.
Tor(G) := {g € G | g hat endliche Ordnung}
ist die Torsionsgruppe von G:
1€ Tor(G);  (g-h)ldHrl =1,

Wenn
G=(Z/miZx - XL/mpZ) XL X -+ X Z,
(Z)miZ X -+ X L) myZ) X L X -+ X
T

my |- | mg, myg # 0, dann ist die Torsionsgruppe
Tor(G) = (Z/miZ x - - - x Z/miZ) x {0} x --- x {0}.

Somit ist H eine endliche Untergruppe der multiplikativen Gruppe eines Integritéitsbereichs
und somit zyklisch.

Da &(R) endlich erzeugt ist (siehe unten), folgt die Zerlegung aus dem Struktursatz fiir
endlich erzeugte abelsche Gruppen. m

Die Bestimmung der Torsionsgruppe der Einheitengruppe lduft also auf das Finden aller
primitiven Einheitswurzeln hinaus. Lt. Algebra hat eine primitive n-te Einheitswurzel Grad
@(m) tiber Z. (Minimalpolynom ist das Kreisteilungspolynom G,,, irreduzibel, Grad ¢(m).)

Eine primitive n-te Einheitswurzel ¢ kann nur in R enthalten sein, wenn

weil
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3 Struktur der Finheitengruppe

Proposition Seie € R. Dann gilt
e € E(R) < |Nkole)| =1.
BEWEIS ,,<=“: Sei f das charakteristische Polynom von ¢ iiber K,
n
[= H(X _JJ(E))v
j=1

01,...,0p die Einbettungen von K.

if:ianj,

J=0

wobei a, =1 und a9 = (—=1)" - Ng.q(e).
Wenn also Ng.g(e) = £1, so gilt

€ (Zajsj_l) = —ap==*1 (wegen f(c) =0).
j=1

—_———
€ER

Also N(g)|1 in Z, somit,

also fertig. -
Bemerkung Fiir alle o € R gilt % € R. (Selber Beweis.)

Definition Sei K = Q(«) ein algebraischer Zahlkérper. Seien s,t € Ny, sodass a® o al®)
die reellen Konjugierten von a und o5t ... o572 die (komplexen) nicht-reellen Konju-
gierten von « sind, wobei

als+i) = o((s+t+7) fiir1 < j<t.

(@ bezeichnet komplexe Konjugation.)
(s,t) heifst die Signatur von K.

oj: K — Rio(a) a9 fir1<j<s
0j: K = Co(a)=a9 firs+1<j<s+2t

(Q-Isomorphismen.)
oK >R x(Ct
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3.1 Leichtes iiber die Struktur

(direktes Produkt von Ringen).

s+t
o= Haj, also B (018, ...,0514(0)).
j=1
N :R® x C! — R,
(xl,... yLsyLg41y-- - ,1'54_,5) = ‘.%'1’ e ‘:CS‘ . ’[1;8_1_1’2. .. ‘CL'S_H’Q,
[ :R® x Ct — R**,
(T1yee oy gy Tsgly ooy Topt) — (loglzi], ..., log|xs|,21log |xss1], ..., 2108 |Tsie]).

Definiere weiters die logarithmische Einbettung als
L:={(y1,...,ystt) ER* |y + - 4y, = 0}
Proposition (Banalitéiten) 1. s+2t=[K:Q]
2. Noo = Nk
3. l(c(E(R))) C L
4. o ist Ringmonomorphismus.

5. 1 ist Gruppenhomomorphismus von

(R\{0})* x (C\{0}), -) = (R, +)
BEWEIS 1. « hat s + 2t Konjugierte, also hat Minimapolynom Grad s + 2t = [K : Q).

2.

=1
Js s+t s+2t
[Ni:(B)] =] ] lo;(B)] - o5 (B)] - |05 (8)]
e j=1 ’ jzlgrl ! j:gH ——
o7 @ )|=los . (8)]
= N(o(8))

4. o ist 1t. universeller Eigenschaft des direkten Produkts ein Ringhomomorphismus. Da
jedes o ein Monomorphismus ist, ist o erst recht ein Monomorphismus.
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3 Struktur der Finheitengruppe

5. klar. [ ]

Proposition Sei R eine Ordnung von K. o(R) ist ein vollstindiges Gitter in
RS x Ct "X R,

BEWEIS

3.2 Einfiihrung in die Geometrie der Zahlen: Gitter im R” und
Minkowskischer Gitterpunktsatz

Definition FEine Teilmenge des R™ heifit diskret, wenn sie keinen Haufungspunkt besitzt.

Definition 1 Eine endlich erzeugte freie abelsche Untergruppe G von R™, deren Erzeuger
linear unabhéngig iiber R sind, heifit ein Gitter von R".
Falls der Rang von G gleich n ist, heifit das Gitter vollstindig. o

Proposition Sei K ein algebraischer Zahlkérper, R eine Ordnung von K, (s,t) die Signatur
von K und o : K — R® x C' die Einbettung von K. Dann ist o(R) ein Gitter von R5+?t ~
R® x C?.

BEWEIS Sei wy, ..., w, eine Ganzheitsbasis von R. Dann ist 0(R) = (o(w1),...,0(wp))z, also
eine endlich erzeugte abelsche Gruppe. Um zu beweisen, dass die Basis linear unabhéngig iiber
R ist, betrachten wir die Determinante det M fiir

o1(wy) . o1(wn)

os(wr) o os(wn)
M= Rosy1(wi) ... Rospi(wn)
%034_1(&11) N %054_1(&1”)
%O-s—i—t (wl) e §Ras+t(wn)
Sostt(wi) ... Sospe(wn)

Wir sehen das als Determinante iiber C" und multiplizieren M von links mit der Blockdia-

. 1 1 1 1
d1ag<1,...,1,(1 —i>’”"<1 —i)>'

gonalmatrix
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3.2 Einfiihrung in die Geometrie der Zahlen

Dabei wird der (1 x 1)-Block s-mal und der (2 x 2)-Block ¢-mal wiederholt. Wir erhalten

01(&)1) Ul(wn)
os(wr) coo os(wn)
1 ag 1(001) a+1(w ) 1 .
det M = ——— det st s " =4+ ——/discr(wy, . ..,wp).
(—24)t Ostir1(w1) ... Ospit1(wn) (—QZ)t\/ (wr n)
O’s+t(w1) e 0’s+t(wn)
Os+42t (wl) <o Os42t (wn)
Da wq, ..., w, eine Basis von R ist, ist die Diskriminante von 0 verschieden, somit ist auch
det M # 0, was zu zeigen war. m

Satz 3.2 Sei G eine Untergruppe von R™ fiir ein n € N. Dann sind folgende Aussagen
dquivalent:

1. G ist eine diskrete Teilmenge von R™.

2. (G ist ein Gitter.

BEwEels 1. = 2.“ Wihle wq, ..., w; eine maximale R-linear unabhéngige Teilmenge von
G und setzte H := (wy,...,wk)z.

[...] Es gibt ein ¢ € N mit G C 1H. Nach dem Struktursatz ist G eine frei abelsche
Untergruppe vom Rang ¢ < k. Die Elemente der Z-Basis von GG miissen R-linear un-
abhéngig sein: andernfalls wéire G in einem R-Vektorraum einer Dimension < ¢ < k
enthalten, was ein Widerspruch zur R-linearen Unabhéngigkeit von wi, ..., wy ist. Dar-
aus folgt auch £ = k.

s2. = 1. Sei G = (wy,...,wg)z fir R-linear unabhingige w1, ..., wg. Aufgrund der
vorausgesetzten linearen Unabhingigkeit gilt

spang{wi, ... ,wk—1} C spang{wi,...,wk_1,wk},

weil der erste Raum Dimension k£ — 1 und der zweite Raum Dimension & hat.

Damit gilt auch

n — k = dimg (spang{wy, . .., wp_1,wp )" < dimg (spang{wi, ... ,wp1 ) =n—k+1,

weshalb es ein v € (spang{wi, ..., wp_1})" \ (spang{wi, ... ,wp_1,wi})> gibt. Es gilt
also (v,w;) =0 fiir j < k und (v,wy) # 0.

Fiir eine beschrinkte Menge S und eine Konstante C' mit Vz € S : ||z]|2 < C und ein
g=awi + -+ apwp € GNS (wobei ay, ..., ap € Z) gilt daher

(9,v)

‘ lgll2 - lvll2 _ € [lvll2
<wk7v>

[{we, v)[ -~ [{w, v)]

)

x| =

weshalb a;, beschriankt ist. Analog sind auch die {ibrigen a; beschrénkt, woraus folgt,
dass G NS endlich ist. Somit ist G diskret. ]
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3 Struktur der Finheitengruppe

Korollar Sei K ein alg. ZK, R eine Ordnung in K. Dann ist E(R) endlich erzeugte abelsche
Gruppe.

Das vervollsténdigt erst den Beweis von Satz
BEWEIS

I(c(E(R))) € L C RS

ist abelsche Untergruppe von (R**t +).
Beh. Diese Untergruppe ist diskret. Beweis. Sei

§i={z e R ||z, < C}

fiir ein C' € RT. .
I71(8) = {z e R* x C! | = <llall, < e}

beschrénkt.
7Y SN L) ={o(e) |e € E(R) und o(e) € 17 (s)}

ist endlich, weil o(R) ein Gitter und daher diskret ist. S N Ly ist endlich, weil SN Ly =
I(I7Y(S N Ly)), weil L1 CI(R® x C') (,alles da drin hat Urbilder®).

Somit ist Ly frei abelsch.

Beh. Ker(l o o) = Tor(E(R)) = Einheitswurzeln in E(R).

Beweis. Sei e € Ker(l o 0), also

log|oi(e)| = log|oz(e)| = - - - = log |os+4(e)| = 0,

somit
lo1e| = |o2e] = -+ - = |osee| = 1.

Also ist
o(Ker(loo)) C{z|[z], <1}
—_———

Co(R)

beschrinkt. Daher ist auch o(Ker(l o 0)) endlich, daher auch Ker(l o o). Also haben alle
Elemente des Ker(/ o o) endliche Ordnung, sind also Einheitswurzeln.

Ker(loo) C TorE(R).
Jede Einheitswurzel in C hat Absolutbetrag 1,
Ve € £(R),e Einheitswurzel : |o(e)| =1,
d.h. Tor(R) C Ker(l o o).

Somit ist
1. Iso.satz

E(R)/ Tor(€(R)) " & L,
frei abelsch mit endlichem Rang. Also sind die Einheiten £(R) endlich erzeugt. m

Wir wissen: L! C L und L ist ein (s -+t — 1)-dimensionaler R-Vektorraum. Laut Beweis von
Satz ist damit L' eine freie abelsche Gruppe vom Rang < s +¢ — 1.
Ziel ist es, zu zeigen, dass rang(L) = s+t — 1.
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3.2 Einfiihrung in die Geometrie der Zahlen

Definition Sei G = (w1, ...,w),; < (R",+) ein Gitter. Dann heifit
{ziwi + -+ zpwy | 25 €10,1)}
die Grundmasche (,fundamental parallelotope®) von G.

Proposition Sei V' ein Untervektorraum von R™, G eine endlich erzeugte freie abelsche
Untergruppe von (V,4). Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1. dimV = rank(G)

2. Es gibt eine beschrinkte Teilmenge S C V| sodass

Us+g=V.

geG

BEWEIS [I] = 2} Wihle S = Grundmasche von G. Daraus folgt die Behauptung wie im
Beweis von Satz[3.2]
= Sei S eine beschrénkte Teilmenge von V. Da rank(G) # dim V', folgt

rank(G) < dim V

(1t. Beweis von Satz [3.2).
Wahle C' so, dass
Vze S|z, < C.

Wihle ein v € (spang G) mit [|v[l, > C.
Annahme: v =g+ s,s€ 5,9 € G.

¢ [lolly < (v, 0) = (v, 9+ 5) = (v, 8) < |Jvfly - [[s]] < llvfly - C,

Widerspruch.
(,,Eigentlich habe ich jetzt non-1 nach non-2 indirekt bewiesen...“) m

Proposition Sei G ein Gitter im R™. Dann hdngt d(G) nicht von der gewdihlten Gitterbasis
ab.

BEWEIS Seien wi,...,wy, sowie J1,...,9, zwei Z-Basen von G. Dann gibt es eine Matrix
A= (aij) € Z™"*" mit

ﬁj = Z Ai5Ws
und det A = £1. Dann gilt

|det(V1,...,9,)| = |det A-det(wr,...,wn)|.
=41 u

Lemma Sei T eine messbare Teilmenge des R™, G ein Gitter in R™, sodass
(T + g)gec  disjunkt

sind. Dann gilt \(T') < d(G). (AN(T) bezeichnet das Volumen von T'.)
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3 Struktur der Finheitengruppe

BEWwWEIS Sei M die Grundmasche von G bzgl. irgendeiner Basis.

M) =MTARY) =X |Tn | | JM—yg :%A( TNn(M—g) )

9ea disjunkt und R” = 4, (M — g)

=Y MT+gnM) =) J(@+gnM|=x||UT+g|nM
9eC disjunkt 9eC 9eC

< AM) = d(G).

(,, Wenn ich eine Menge verschiebe, wird das Volumen wohl gleich bleiben. Eigentlich verwende
ich hier laufend Maf3theorie!“) [ |

Definition Fine Teilmenge T C R™ heif$t zentralsymmetrisch, wenn
VzeT:—zeT.

Satz 3.3 (Minkowskischer Gitterpunktsatz) SeiT eine konvexe zentralsymmetrische Teil-
menge von R™ und G ein Gitter im R™. Wenn

AT) > 2" d(@),

so existiert ein z =0 mit z € TNG.
Bemerkung Man spricht hier von der ,,Geometrie der Zahlen*.

BEWEIS Setze S = %T. Dann gilt
1

Laut Lemma sind die Mengen (S + g)4ec nicht disjunkt, somit gibt es g,h € G mit g # h,
sodass

(S+g9)N(S+h)#0,

d.h. es gibt x,y € S mit
gt+r=h+uy.

Damit auch
0O#g—h=g—ux.
—

eG
Es gibt ¢/, 2’ € T mit
. 1 / o 1 ’

Y= 29 y L= 233

Somit ) )
0#9-n=YT " e

(y' und —2’ sind € T, weil zentralsymmetrisch. Der Mittelpunkt zweier Punkte liegt ebenfalls
in T, weil T" konvex ist.) n
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3.3 Dirichletscher Einheitensatz

3.3 Dirichletscher Einheitensatz

Satz 3.4 Sei R eine Ordnung in einem algebraischen Zahlkérper und ¢ € Z. Dann gibt es bis
auf Assoziiertheit nur endlich viele Elemente aus R mit Norm ¢, d.h. es gibt B1,...,0: € R
mit N(B3;) = ¢, sodass

VBeR:N(f)=c—Feec&(R)Ije{l,....t} : B=¢-p;.
BEwWEIS 1. Seien 3,7 € R mit N(#) = N(y) = cund S =+ mod c¢- R. Dann gilt 3 ~ 7.
Beweis: Sei v = [ + ¢- ¢ fiir ein passendes § € R. Das heifit

LSS S

B g g

Das Minimalpolynom von g hat die Gestalt

B(+...) = Ng)eB) =0,

also
B | No(s)/o(B) in Z[5].
Es gilt
N(8) = Ngj(8) = (Ng,a(8) ),
somit

BIN(B) in Z[B] € R.
Also % € R. Analog g € R. Daher

E(‘:(R), /8N7

R

2. [R:cR]=c".
Es gibt also héchstens |c|" nicht-assoziierte Elemente aus R mit Norm c. m

Satz 3.5 (Dirichletscher Einheitensatz) Sei R eine Ordnung in einem algebraischen Zahl-
kérper K der Signatur (s,t) (d.h. s reelle und t komplexe Einbettungen). Setze r :== s+t — 1.
Dann gilt
E(R) ~ L X XZ.
(R) = (Q) X B x -+ x

T

Bemerkung Wir wissen

I(0(E(R))) C{z € R*™ | 2y + -+ 25+ 22541 + -+ 22544 = 0} .

(s+t—1)-dim. VR

Die Aussage des Dirichletschen Einheitensatzes ist, dass l(o(E(R))) wvollstindig in diesem
Raum ist.

BEWEISIDEE
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3 Struktur der Finheitengruppe

e Kriterium fiir Vollstandigkeit eines Gitters: Gittertranslate einer beschrinkten Menge

iiberdecken VR.
e Muss fiir jeden Punkt des VR passenden Gitterpunkt finden (Minkowski).
e Die beschrinkte Menge wird zur Konstruktion Satz [3.4] benutzt.
Wir arbeiten nicht im Logarithmenraum, sondern im R* x C?, im Bild von o. (|

BEWEIS Sei
Si={z e R x C'| |1 ---wealyy -2l =1}
Das ist
M ({2 e R [ 20+ + 20 + 22541 + -+ + 22544 = 0})

und enthélt o(E(R)), weil € € E(R) <= N(¢) = £1.

1. Beh. Sei X eine beschrénkte Teilmenge von C. Dann ist {(X) eine beschrénkte Teilmenge
von RST,

Beweis. Sei C' > 0 mit Vo € X : ||z, < C. Es gilt

- Zdi -C < —Zdilogmil =djlog|z;| < djlog C
i#] i#]
mit d; = 1+ [i > s+ 1], weil ), d;log |z;| = 0. Daraus folgt
Vzel(X):||z||l <n-C.
2. Beh. Es reicht zu zeigen, dass es eine beschriankte Teilmenge X C S gibt, sodass
U ole)- x=5.
ec&(R)

(Das - ist hierbei als komponentenweise Multiplikation im VR R* x C* zu verstehen.)
Lt. [1]ist I(X) eine beschrinkte Menge.

i(s)= |J x) +uoe),
ec&(R)
daraus folgt 1t. Proposition aus dass [(o(e(R))) ein vollstédndiges Gitter in I(S) ist.

3. Beh. Sei y € S. Dann ist y - o(R) ein vollstindiges Gitter in R**?* mit d(y - o(R)) =
d(o(R)).

Beweis. Komponentenweise Multiplikation mit y kann durch Multiplikation mit der

Matrix
. Reysi1 —Imysys
diag (yl, ce s Ys, <Im verr Reyens )70

von links geschrieben werden.

d(y - o(R)) = [det(diag(...))| d(o(R))

= |y1y2- - ys(Reysr1)? + (Imys1)®) - [ysrel*| - d(0(R)) = d(o(R)).

|ys+1‘2
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3.3 Dirichletscher Einheitensatz

4. Seien cy,...,cst positive reelle Zahlen mit
¢ cse > () d(o(R))
und
Xo:={z eR°* x C"||z;] < ¢; fﬁr1§j33,|xj|2<cj fir s+1<j<s+t}.
Dann ist X eine konvexe zentralsymmetrische Teilmenge von R*T% mit

AM(Xo) > 22 d(0(R)).

Beweis. X zentralsymmetrisch wegen Absolutbetrigen. Xy konvex als Produkt konve-
xer Mengen (Intervalle und Kreisscheiben).

A(Xo) "R (2e1) - (202) -+ (265) - Cop1T - Copam = (c1 - Copy) - 2°7 > 272 d(0(R)).

Zusammenfassend:
e Xy C S beschrinkt, \(zg) > 2"d(c(G)).
e VyecS:d(y-o(Q@)) =d(c(Q)).
Somit folgt aus dem Satz von Minkowski, dass es ein y - o(a) € 0(G) (a # 0) gibt mit
y-o(a) € Xo,

also y - o(a)) = z fiir ein passendes = € X.
Einschub: Auf R® x C! definiere

N(z) = ‘331952 LTy Ty

Berechne nun N(a):

IN(@)] = N(o ()
N(z) = N(y) - N(o(a))
IN(@)] = N(o(a)) = N(z) < c1- - CsCopr - Cotty

wobei die ¢; feste Konstanten unabhéngg von y sind.
Da |N(«)| beschrankt ist, gibt es a1, ..., a,, € R fiir ein m € N (unabhéngig von y), sodass

a ~ a; fir passendes j
J

(Satz [3.4).

Es gibt also ein € € £(R) mit
a = eaj. J,€ héngen von y ab.

(a1, . . ., Quy ist ein Représentantensystem bzgl. Assoziiertheit aller Elemente von R der |[Norm| <
€1C2 ... Cstt.)
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3 Struktur der Finheitengruppe

Somit

Setze

= olay)
(unabhéngig von y). Es folgt
c X - Z
y ()
fiir passendes ¢ = e(y). (Weil
x N(y) 1

N(

oay) =~ Ned) 1
gilt %< € 5.)

o(ay)
X ist]Vereinigung multiplikativer Translate einer beschrénkten Menge und daher beschrénkt.

Daraus folgt
1
Sc U X - 0—(7)7

g
e€&(R)

wegen [2] fertig. n

Definition Sei K ein algebraischer Zahlkérper der Signatur (s,t), r = s+t — 1, R eine
Ordnung von K und
S(R) - <C7€17 cee a€T>

fiir eine Finheitswurzel { und passende €1, ..., &;.
Dann heiffen (e1,...,e,) Fundamentaleinheiten von R. Falls R = ok, spricht man von
Fundamentaleinheiten von K.

Korollar Sei D € N, D kein Quadrat. Wir betrachten die sog. Pellsche Gleichung
w2 — Dy’ =1
mit x,y € No. Dann hat diese Gleichung unendlich viele Losungen und es gilt

(x,y) Losung <= Jk € Ny : (z + \/By) — ",

_Je? N(e)=-1
T N@E) =1

wobet

und ¢ eine Fundamentaleinheit von Z[\/D] ist.
BEWEIS

2> — Dy’ =14 (xr —VDy)(z+VDy) =1
& N(z+VDy) =1
&z +VDy € E(Z[VD]) mit N(z + v Dy) = 1.
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3.4 Regulator

Q(v/D) hat Signatur (2,0), damit r = 1. Aus dem Satz von Dirichlet folgt
E(ZIVD)) = (¢.¢)

fiir passendes e € £(Z[v/D]) (Fundamentaleinheit) und passende Einheitswurzel (.

Da Q(v/D) C R folgt ¢ = —1.

Sei 0.B.d.A. ¢ > 0 (Vorzeichen kann ggf. durch Einheitswurzel erzeugt werden), weiters
0.B.d.A. € > 1 (ersetze ggf. € durch 1). Somit

(z +VDy) = (-1)*- & acZbel.
>0 >0

Also a =0. Da x4+ +v/Dy > 1 und ¢ > 1 folgt b € Ny.

(z +VDy) = b € Np.

Wegen
1 =N(z +VDy) = (N(e))
muss b gerade sein, falls N(e) = —1. Somit
b E N()=1
|2k N()=-1" .

3.4 Regulator

Sei K ein algebraischer Zahlkérper mit Signatur (s,t), s = s+ ¢ — 1, R eine Ordnung in K,
€1,...,&r € E(R). l(o(e1)),...,l(c(er)) ist Basis eines Gitters, enthalten in

{xERS+t|Zx]~:O}:L.

dim(-)=r

Wir betrachten das Volumen der Grundmasche M (r-dimensionales Volumen im R"*1).

1
Lt = Span{;
Vit ||
1
also
)\T(M) = >\r+1 ({Z 2il; | Z; € [0, 1)}) ,
i=0
wobei
1
1 1
lo = E
vVs+t|
1
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3 Struktur der Finheitengruppe

l; =1(o(g;)) fiir 1 <i <r. Der Ausdruck ist also

1 1 d1 loglal(al)\ d1 log|01(€r)]
= |det(lply - 1) = : : : ’
1 dsitloglosit(er)| .. dsttloglosyi(er)

wobei d; =1+ i < s+1].
Wiéhle k € {1,...,s+t} beliebig. Addiere alle Zeilen aufler der k-ten Zeile zur k-ten Zeile:

1 d1 log|01(51)]

A (M) = s+t 0 .. 0| = Vs +t-|det(d;log|oi(e;)])izk,j

Definition Sei K ein algebraischer Zahlkérper der Signatur (s,t), R eine Ordnung in K,
€1,...,&r € E(R) fiir r = s+t — 1. Der Regulator von (e1,...,&,) ist durch

reg(e — 1,...,&,) = |det ((d; IOg(Ui(gj))))1§igr,1§jgr

mit d; =1+ [i < s+ 1] definiert.
Falls (e1,...,e—r) ein System von Fundamentaleinheiten ist, so spricht man vom Regulator
von R. Falls zusdtzlich R = o, so spricht man vom Regulator von K.

Proposition Mit obiger Bezeichnung ist das Volumen der Grundmasche vonl(o({e1,...,¢&r)))
gleich
Vs +treg(er,...,ep).
Insbesondere hingt der Regulator nur von (e1,...,&,), nicht vom konkreten Erzeugenden-
system (e1,...,&,) ab.

Basiswechsel mit Transformationsmatriz A fihrt zu Multiplikation des Regulators mit |det(A)|.
Indizes von Untergruppen konnen als Quotienten der Regulatoren gesehen werden.

BEWEISHINWEIS Alles analog zu Gittern im Ganzheitsring. O

Im Falle der Ganzheitsbasis war eine untere Abschétzung fiir Diskriminante bekannt, ndmlich
|discer K| < 1.

Satz 3.6 (Friedman) Sei K ein algebraischer Zahlkérper. Dann gilt reg(K) > 0.2. (Ohne
Beweis, siehe Algorithmische Zahlentheorie)

Bei Berechnung der Ganzheitsbasis gab es kostenlos ein linear unabhéingiges System
Hier ist das nicht gratis. Es gilt

rang (I(o({e1,...,&r)))) =r < reger,...,ep) #0

(geometrisch; Volumen der Grundmasche).
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3.4 Regulator

Proposition Sei K ein algebraischer Zahlkérper, R eine Ordnung in K, Signatur (s,t). Es

gilt
Q]
reg(R) < C- (InQ)*™* 1. N <C(InQ)*+1. ZQT’
a=1
wobes

Qz(i)t\/MH,

N = Anzahl nichtassoziierter Elemente von R der |[Norm| < @,
C = Konstante, die nur von s und t abhingt,

n=s+2t=[K:Q.
Lemma Sei G ein Gitter in R™, X eine messbare Menge, sodass

R™ C UX—I—g.
geG

Dann gilt
d(G) < A(X).

BEWEIS Sei M die Grundmasche von G. Es gilt

dG)=AM)=AXMNR) =X | Mn|JX+g]| =X JWMn(X+g)
geG geG

<Y AMN(X+9) =Y MM-—g)nX)=x|[J M —-g)nX
geG geG geG ~

= AR" N X) = A(X). =

BEWEIS (der Proposition) Mit den Bezeichnungen des Beweises des Dirichletschen Einhei-
tensatzes.

sc |J X-ale) (3.1)
ec&(R)
n
X=58n UX()-U(Oéj)_l (3.2)
j=1
Xo={z||z1] <cr,....|zs| <cs |22y < Copry- ooy |224] < Cope (3.3)

und

CleCopt = (i)td(a(G))-i-l =Q

(hier = und +1 statt >).
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3 Struktur der Finheitengruppe

l-e (,logarithmiere®) (3.1]) und erhalte

rc Y 7(2))).

ec&(R)
Aus dem Lemma folgt
32 m
Vs +treg(R) = d(L) < ZA (Xo) — l(o(aj))NL) = m - A(1(Xo))-
Jj=1 U
J

Weiters gilt
214+ 2y =0

zeU; .
! zi < €9 —d;log |oi(oy)|

»Nebenrechnung*:

r€ Xy |xi|di < ¢
z € (Xo) & z < log(c)
z € I(Xo) — U(o(ay)) & 2z <log(c;) — d;log|oi(aj)|

Koordinatentransformation (,,Shift“, dndere nicht das Volumen):

J
Also ist die Summe
+ =1 log |N(av; 1 @ __
ot 2 = —logQ +log|N(ay)| +log ey = 0
J
Somit
Q
* 1 < I

(weil die Norm grofer/gleich als 1 ist). Das Volumen dieses Bereichs ist

1 s+t—1
A(...)—(S+tlogQ> : A{z x4+ + 2460 =0,2; < 1})

nur von s + ¢t abhiingige Konstante =: C' (Integrationsaufgabe!)

Insgesamt haben wir also

1\ s+l .
m - () -C - (log Q) .

1
reg < .
g_\/s—i-t s+t
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3.5 Berechenbarkeit von Fundamentaleinheiten

3.5 Berechenbarkeit von Fundamentaleinheiten

Lemma Sei K ein algebraischer Zahlkdrper, G ein vollstindiges Gitter in K. Dann kénnen
alle Elemente o aus G mit
’01(04)’ <cpy..., ‘O'n(Oé)| < ¢p

berechnet werden.
BEWEIS Sei w,...,wy eine Basis von G und w7, ...,w; die entsprechende duale Basis, also
. .
tr(wiwy) = [i = jl.

a =) a;jw;, somit
tr(aw;) = Z ajtr(wjw;) = a;

und

n n
Jai| = [tr(aw))| = > oj(@)oj(w))] <Y ejloj(wi)l.
=1 =1
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