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1 Ungleichungen

1.1 Arithmetisch-geometrische
Mittelungleichung
Seien x1, xo, . .

1+ T+ ...+ xTp
n

.,y > 0. Dann gilt:

> Yx1 - To... Ty

1.2 Bernoulli-Ungleichung

Fiir x > —1 und r > 0 gilt:

r)J=1+rz wennr>1
(1+x)
<l+4+rx wennr<1

1.3 Holder-Ungleichung
Fiir z;,y; € R und p, ¢ > 0 mit %—1— % =1 gilt:

Spezialfall p = ¢ = 2: Cauchy-Schwarz-Ungleichung

3=

1.4 Minkowski-Ungleichung
Fiir z;,y; € R und p > 1 gilt:

Z(\xﬂr%\p)% < (Z |177:|p> +<Z|y,|p>

i=1

Spezialfall p = 2: Dreiecksungleichung im euklid-
schen Raum

2 Folgen

2.1 H&aufungspunkte

Eine Zahl z € R heifit Hiufungspunkt einer Fol-
ge (an), falls in jeder e-Umgebung U.(zg) = {x :
d(xz,x0) < €} von xg unendlich viele Folgenglieder
a, liegen:

Ve > 03N € NVn > N :a, € U (o)

2.2 Grenzwerte

Definiere
limsup a,, := lim (sup{ay : k > n})
n— oo n—0oo

liminf a,, := lim (inf{ay : k£ > n}).

n—oo n—oo

Eine Zahl a € R ist also genau dann der Limes su-
perior einer Folge (ay)necn, wenn fiir jedes & > 0
folgende beiden Bedingungen erfiillt sind:

1. Fiir fast alle Indizes n € N (d.h. fiir alle bis
auf endlich viele) gilt

a, <a-+Ee€.

2. Es gibt unendlich viele Indizes m € N mit

Am > a4 — €.

2.3 Konvergenz

Jede beschrinkte monotone Folge ist konvergent.
Satz von Cauchy: Dass eine Folge (an)nen kon-
vergiert ist gleichbedeutend mit

Ve > 03ng =ng(e) Vn > ng @ |an — an,| < €.

3 Reihen

Notwendig fiir die Konvergenz: Glieder a,, bilden
eine Nullfolge (nicht hinreichend).

FEine Reihe mit positiven Gliedern ist genau dann
konvergent, wenn sie beschréankt ist.

3.1 Satz von Cauchy

Eine Reihe ) ;2 a; ist genau dann konvergent,
wenn gilt:
n

>

k=no+1

Ve > 03ng = no(e) Vn > ng : <eg

3.2 Majorantenkrierium

Ist Z;OZO ax konvergent und 0 < b, < ay, dann ist
> e br konvergent und < >0 ay.

3.3 Minorantenkriterium

Ist Ziio ap divergent und by > ar > 0, dann ist
auch Y 72 by divergent.

3.4 Wurzelkriterium

Existiert ein ¢ < 1, sodass

Vk: Yar <qg<1
gilt (zumindest fiir , fast alle“ k), dann ist Y- | ak
konvergent.
Es geniigt zu zeigen:
limsup ¥ar < 1

n—oo
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3.5 Quotientenkriterium
Existiert ein 0 < g < 1, sodass

Q41
ag

Vk :

<g<l1

gilt, dann ist Y - | ai konvergent. Bei

A1 >1
ar

divergiert die Reihe.

3.6 Leibniz-Kriterium

Wenn ay, eine monoton fallende Nullfolge ist, dann
ist die alternierende Reihe Y ;7 ,(—1)*a; konver-
gent.

3.7 Bekannte Reihen

e Harmonische Reihe:

oo

Z 1 | konvergent o« >1
— n® | divergent a<l
n=1

Geometrische Reihe:

i " {konvergent
q
n=1

lql <1

divergent  |g| >1

,, Teleskopreihen: z.B.

1 1 1
nin+1)

n_n—l-l

Exponentialfunktion:

=1
E:m‘*

n=0

4 Funktionen

4.1 Stetigkeit

Eine Funktion f heifit stetig in x, falls fiir jede Fol-
ge (zn)neny mit (z, € D), fir die lim,, oz, = =
gilt, auch lim,,_, f(z,) = f(z) gilt, also

lim f(z,) = f(lim z,).

n—oo n—oo

5 Grenzwertberechnung

5.1 Regel von De L’Hospital

Seien f und g stetig differenzierbar auf [a, b] und sei
xo € (a,b) mit f(zg) = g(zo) = 0. Dann gilt

flx) _ [ (o)

lim ,
z—zo g'(0)

2, )
falls ¢'(zo) # 0.

1. Die Regel kann wiederholt werden, falls
g'(xg) = 0.

2. Die Regel ist auch richtig fiir zo = £o0.

3. Die Regel ist auch richtig fiir die unbestimmte
Form 22, d.h.

lim f(z)=

T—T0

lim g(x) = oo.
Tr—Tq

5.2 Umformungen
o O« 2« De [Hospital direkt anwenden

»0 oo

“,
o (0-00%

1
T

lim z-Inz = lim lni

T— z—0 1
T

L’I{;Sp. rz—0 — w%

=—limz=0

Tr—

(138
2 *

. = lim M
Jim (50 =te) = Jim 0SS

mit f1(z) = ﬁ und g (x) = ﬁ.

(%3 O« oo,
L4 770 ) UOO ) 771 N

Durch Logarithmieren, z.B.

lim z% = lim ex-ln:r — ehmzﬂ(pr z-lnz _ 60 -1

x—0+ z—0-+
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6 Exponentialfunktion

6.1 Exponentialfunktion

2

e“”zexpx:l—l—i—i—x——i—...

1 2!
I —
-3-2-1 1 2
6.2 Logarithmus
2 3 4
In(z+1)==z ?—&—%—%:&
> x
— Z(_l)kJrl
k=1 k
In—=—-Inx
Inz
log, z = —
Ina
1
(Inz) ==
x

6.3 Satz von Euler

e =cosx +isinx
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7 Trigonometrische Funktionen
7.1 Sinus 1
man® P LT S
BETRRETIA T s/ _xf) 5 [ =
[e%s) 1 ka’—l 2 2 2 2
p— 1 - T
:1( ) (2k —1)! 1
(sinz) = cosz 4
/sinx dz = —cosz + C T
. % 7.4 Cotangens
f— : : /_:\N
,W\z]/:l: 71\/271- 3T CcoS T 1
cotr = — =
sin x tanx
(cotz) = !
=——
7.2 Cosinus S
/Cotx dz =In|sinz| 4+ C
B z? ozt |
cosx = oT + Z F |
o0 2k
- Z(_l)k : [ ]
pt (2k) 1
(cosz) = —sinz -+
| | |
/cosmdx:sinw+0 | 7 - | 37 |
T =3\ T 5 \T S5 \27
: AN i
—/4 j% D B

7.5 Satz von Pythagoras

7.3 Tangens
sin?z 4+ cos?z =1
tang — 0% 7.6 Additionstheoreme
COSx
1
t "=
(tan z) cos? x

cos(x 4+ y) = cosxzcosy — sinxsiny

/tanx dz = —Infcosz| +C sin(z +y) = sinz cosy + coszsiny
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8 Hyperbolische Funktionen o
8.1 Sinus hyperbolicus | | | | | |
32 1 L2 3

sinhz = coc _2671 = i (ka_i)! 7

=0
(sinhz)" = coshz

8.4 Cotangens hyperbolicus
/sinhaz =coshz + C

coshx er+e* e 41

thr = = —
cothr sinhx e* —e 2 e22_1
1
cothz) = ———
( ) sinh? x

/cothx dz = Insinhz + C

(coshz)" = sinhx

/coshx dx =sinhz + C

8.5 Zusammenhang

(coshz)? — (sinhz)? =1

-2-1 1 2

8.3 Tangens hyperbolicus

sinh x et —e * e — 1

tanhx = = = —
coshr eT+e® 2241
1
tanhz) = ——— =1 —tanh?z
2
cosh”

/tanh:c dz =Incoshz + C
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9 Zyklometrische Funktionen

9.1 Arcus Sinus
D= [_1; 1]7W = [_%7 g]

arcsinz = sin ! [EETEINES)
1
arcsinz) = ——— mit xz € (—1,1
(oesina)’ = = L1
/arcsinz dr =z -arcsinz + V1 —22+C
1 €
1 1
—1 1
1 4

9.2 Arcus Cosinus
D =[-1;1],W = [0;7]
arccosz = cos” " [jp.q] (@)

(arccosz) = — mit z € (—1,1)

1
V1 — a2
/arccosa: dxr =z -arccosx — V1 —22+C

34k

-1

9.3 Arcus Tangens
D=R,W=(-3:%)

arctanz = tan~! l(—z.z) (7)
1
r_

t - -
(arctan x) T2

/arctan:c dz =z -arctanz — 1 In(1 4+ 2%) + C

9.4 Arcus Cotangens
D=R,W = (0;7)

arccot = cot ™! |(g.n) (2)
1

tr) = ———
(arccot x) 52

/arccotm dz =z -arccot + 3 In(1 4+ 2%) + C

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

9.5 Zusammenhang

. T . ™
cosx = sm(§ — x) = arccosz + arcsinz = 5
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10 Areafunktionen

10.1 Area Sinus hyperbolicus

D=R,W=R
arsinh z = sinh ™' z = In(z 4+ /1 + 22)
1
arsinhz) = ——
( ) V1+ a2
/arsinhaz dz =z -arsinhz — V22 +14+C
2 —_+4
1 =+
| | | | | | | |
I I I I I I I I
—4 -3 -2 - 1 2 3 4
1 4
_9 1

10.2 Area Cosinus hyperbolicus
D = [1;00), W = [0; 00)

arcosh z = cosh™ l10500) ()

=In(z + /22 — 1)
1

2 —1

/arcoshx dxr =z -arcoshz — 22 -1+ C

(arcoshx) =

10.3 Area Tangens hyperbolicus
D=(-1;1),W =R

1,1
artanhz = tanh ' 2 = = In T
2 1—=x
;1

11— g2

(artanh x)

' 1
/ artanhx de = x - artanhz + 3 In(1 — z?%)

10.4 Area Cotangens hyperbolicus
D =R\ [-1;1],W =R\ {0}

1 1
arcothz = coth ™'z = = In T
2 -1

the) = —
(arcoth x) .2

1
/arcothx dz = z - arcothx + 3 In(z? — 1)
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11 Differenzieren 12
11.1 Differentiationsregeln 1
1. Linearitét: 2
3.
(f+9)=1+d
(c- Y =cf +
5.
2. Produktregel: 6
(f-9)=f3g+fg 7.
8.
3. Quotientenregel:
(f)': g-f'—f-d
g 9? 9
(-5
g 9°
4. Kettenregel:
(gof)= (gof) -f 10.
———
duflere Ableitung 11

5. Umkehrfunktion:

11.2 Satz von Rolle

Sei f € Clla,b] und sei f(a) = f(b). Dann gibt es
ein xg € (a,b) mit f'(z) = 0.

11.3 Mittelwertsatz

Sei f € C'la,b]. Dann gibt es ein zo € (a,b) mit

fb) = f(a)

fllzo) = = —

Verallgemeinerung: Seien f,g € Ca,b] und
g'(x) # 0 in [a,b]. Dann gibt es ein zy € (a,b) mit

10

Kurvendiskussion

. Definitionsbereich

Stetigkeit, Differenzierbarkeit
Ableitungen

Nullstellen

Extrema

Wendepunkte

Monotonie

Kriimmung:
konvex: f"(x)

>0
konkav: f(x) <0

. Asymptoten:
k= tim 1@
r—+oco I
d= lilf f(z) — kx

Periodizitéit, Symmetrie

. Graph
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13 Integrieren

13.1 Integrationsregeln

1. Linearitét:

/(f—l—g)dx:/fdx—i-/gdx
/c~fdx:c-/fdx

2. Partielle Integration:

/f’~gdw=f-g—/f-g'dw

3. Substitutionsregel:

[ 16 dy= [ to(a)) - 0) do

speziell:
/f(ax—i—b) dz = 1 / f(u) du u=azx+b
a

13.2 Standardsubstitutionen
1. [R(sinu,cosu) du

Substituiere
U
t = tan 5
Dann gilt:
. 2t
sinu = e
1—¢?
cosu = e
u = 2arctant
du = L dt
14 ¢2
2. [R(z,Va? £ 2?) dv
Substituiere
xr =a-sinhu
dz = a - coshu du
bzw.
x =a-coshu
dr = a - sinhu du.

Damit erhalten wir [ Rq(sinhu,coshu) du

—u

bzw. coshwu

und mit sinhw
R
2

kommen wir zu

Ro(e") du.

11

JR(e*) du

Substituiere
t=e".
J R(z, Vaz? + bz + ¢) dz kann durch Ergin-

zen auf ein vollstdndiges Quadrat behandelt
werden.

13.3 Partialbruchzerlegung
»Typ 04: [R(z) dz mit

P(x)  bypa™ + ...+ bz +by

R = =
() Q(z)  apax™+...+a1x+agp
Vorgangsweise:
1. Uberpriife grad P < grad Q. Wenn nicht der
Fall: Polynomdivision.
2. Nenner in Nullstellen zerlegen:

Qz)=(xr—2z1) (x—29) ... (T — 2n)
Nullstellen zusammenfassen:

Q)= (x—2)" ... (& — 2,
wobei die k; die Vielfachheiten der z; sind und
k1++kr:n

3. Ansatz:
1 1
P(x) _ Ay, Ay
Qlz) (v—2z) (z —z)"
AP A
(x — 2) “(x— zp)kr
4. Bestimmung der Konstanten:
o Koeffizientenvergleich
e Polmethode
5. Integration:
e Falls reelle Nullstellen:
/ dz =1In|z — q
T —a
1 1
/ =
(x —a)? xT—a
6. Falls komplexe Nullstellen: Zusammenfassen

zugehoriger konjugiert komplexer Funktionen
liefert reelles Ergebnis.
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13.4 Bekannte Integrale

/lnxdx:x~lnx—x+0

1
/logaxdle—-(m-lnx—x)—i—C’

na

1
/7 dx = arctanz + C
1422

1
/—7 dx = arccotx + C
1422

/ ! d arcsinx + C
———— dx = arcsinz
V14?2
1
———— dx = arccosz + C
/ V142
1
——— dx = arcoshx + C
/\/m2—1
1
/m dxzartanhx—FC

12



