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Kapitel 1

Endliche Korper

1.1 Wohlbekanntes

Ein endlicher Korper ist ein Kérper mit endlich vielen Elementen. Wir wissen:
e Wenn F' ein Korper ist, dann ist die Kardinalitit von F' eine Primzahlpotenz.
e Zu jeder Primzahlpotenz g = p™ gibt es einen Korper mit ¢ Elementen.

e Je zwei Korper der gleichen endlichen Kardinalitét sind isomorph. Wir sprechen damit von
dem Korper mit p" Elementen und schreiben dafiir Fy».

e F, = Z, mit Addition und Multiplikation modulo p.
Fir g = p™ ist F, = F,[X]/(f) fiir ein irreduzibles Polynom f € F,[X] vom Grad n.

Beispiel (Finde Fg). Wir suchen ein irreduzibles Polynom vom Grad 2 iiber F3. f = X2 + 1 hat
keine Nullstelle in F3, ist also irreduzibel, da es ein Polynom vom Grad 2 ist. Also ist

Fg:{a—i—ba\a,bEFg/\aQ—&-l:O}

Wie koénnen wir in diesem Korper Inverse beziiglich der Multiplikation finden?

Sei g(a) € F, =F,[X]/(f), dann ist g € F,[X] ein Polynom mit degg < n. Falls g(«) # 0 ist,
ist f kein Teiler von g. g1 f weil f irreduzibel ist.

Wir suchen ein multiplikatives Inverses zu g, also ein h € Fp[X], das g(a)h(«) = 1 erfiillt. Das
ist gleichbedeutend mit g(X)h(X) =1+ f(X)d(X) beziehungsweise g(X)h(X) — f(X)d(X) = 1.

Das ist 16sbar, weil ggT(f, g) = 1 ist. Die Losung liefert der erweiterte euklidsche Algorithmus.

Wir wissen weiters:

e Aufgrund des kleinen Satzes von Fermat gilt fiir alle § € Fy \ {0}, dass BENMOM = ga—1 =1
Multiplikation mit § fiihrt zu 5?7 = (. Diese Aussage gilt auch fiir 8 = 0. Also sind alle
Elemente von F, Nullstellen von X9 — X, der Korper F, ist somit genau die Menge der
Nullstellen von X9 — X.

o I, ist der Zerfallungskorper von X7 — X iiber F,,.

e Die Abbildung ® : Fpn — Fpn, 2 — 2P (Frobenius) ist ein Automorphismus von Fp», der F,
fixiert.
1.2 Zwischenkorperstruktur

Welche Korper gibt es zwischen F), und F,»? Kann es womdglich sein, dass es mehrere Zwischen-
korper derselben Kardinalitét gibt?



Lemma 1.1. Sei ¢ = p" eine Primzahlpotenz und K ein Teilkérper von F,. Dann gibt es ein
k € N mit |K| = p* und k | n.

Beweis. F, wird als K-Vektorraum gesehen. Setze r := dimg IF,. Es ist also F, als k-Vektorraum
isomorph zu K". Somit gilt:

p" = [Fq| = |K"| = |K[".
Aufgrund der eindutigen Primfaktprenzerlegung in Z muss |K| = p* fiir ein passendes k sein. Es
gilt p" = p*”, also n = kr beziehungsweise k | n. O
Satz 1.1 (Zwischenkorperstruktur). Sei ¢ = p™ und k € N mit k | n. Dann gibt es genau einen
Teilkorper von ¥y der Kardinalitdt k.

Beweis. Setze r := p¥. Alle Elemente eines solchen Teilkorpers sind Nullstellen von X" — X. Also
definieren wir M := {a € F, | o" = a}. Zu zeigen sind folgende Aussagen:

e M ist ein Korper:
Seien «, § € M, dann gilt
(a+B)"'=a"+p" =a+p (laut Algebra-Ubung)
(af) " =a" " =ap

()" =-1 (fiir ungerades r klar, bei gerader Charakteristik
gibt es keine Vorzeichenfehler)
1\" 1 1
— = — = — f" 0
<a) i (fiir « # 0)
o |[M|=r:
— M| <
Das Polynom X" — X hat hochstens » Nullstellen in F,.
— M| =m:

Wir werden zeigen, dass X" — X {iber F, in Linearfaktoren zerféllt.
Es gilt n = mk, also ist

g—1=p™ -1

=r"—1
=@r—-1F" "+ 44 1)
=:(r—1)s.

Weiters gilt nun
XX =X(X17! 1)
= X (X7 1)
=X(X - (X 4+ D)
= (X" - X) (X7 - 41).

Da X? — X iiber F, in Linearfaktoren zerfillt, muss auch X" — X in Linearfaktoren
zerfallen. Also hat X” — X genau r Nullstellen in F,.

e M ist der einzige mogliche Teilkorper dieser Kardinalitét:

Da alle Kandidaten fiir Korperelemente im Korper enthalten sein miissen, gibt es keine
weitere Moglichkeit einen Korper dieser Kardinalitéit zu finden. O

Bemerkung. Wir haben F, bisher als Kérpererweiterung von IF,, gesehen. Genau so gut kann F,
als Korpererweiterung von I« gesehen werden (k | n,q = p™).
Wir denken daher oft an Fy» als Kérpererweiterung von [Fy.



1.3 Automorphismenstruktur
Lemma 1.2. Sei f ein irreduzibles Polynom in Fy[X] vom Grad m und n € N. Dann gilt
f1X7 —X o m|n.

Beuweis. »<=* Wir wissen aufgrund der Rechnung im Beweis von Satz 1.1, dass X9 — X |
X4" — X. Es geniigt also, F' | X9" — X zu zeigen.
Der Zerfallungskorper von X" — X ist Fgm. Wir wissen, dass F, ein Teilkorper von Fgm
und [Fym : Fy] = m ist.
Nun erweitern wir Fgm um eine Nullstelle a von f. Da f(a) = 0 und f € Fy[X], sowie
deg f = m ist, gilt
m Z [quu (a) . ]Fq] = [Fqnl (a) : ]F‘qﬂl][qur . Fq].

Somit muss Fym (o) = Fym sein, also ist o € Fym und folglich eine Nullstelle von X" — X.
Da f das Minimalpolynom von « iiber F,, ist, gilt f | X¢" — X.

»=" Fgn ist der Zerfallungskérper von X9 — X . Da f dieses Polynom teilt, ist f das
Produkt von Linearfaktoren in Fy» [X]. Es gibt also eine Nullstelle o € Fy» von f. Somit ist
F,(c) ein Teilkdrper von Fyn.

Weil f das Minimalpolynom von « ist, gilt [F,(a) : Fy] = m. Fy(«) hat somit ¢™ Elemente.

Laut Teilkorperstruktur gilt m | n. O

Lemma 1.3. Sei f € F,[X] irreduzibel, deg f = m. o sei Nullstelle von f in Erweiterung von F,.
Dann gilt:
2 m
f= (X = a)(X —a?)(X —af) - (X —af" L),

Beweis. ®,: x — x?ist ein Homomorphismus. Die Einschrinkung von ®, auf I, ist die identische
Abbildung weil g? = g fiir alle § € F, gilt.
Sei nun (3 eine Nullstelle von f. Es gilt:

0=, (f(B) = f(24(8)) = f (B,

also ist B9 eine Nullstelle von f. Wenden wir diese Beziehung wiederholt auf « an, so erhalten wir

-1

fla)=0= fla?) =0= f(a?)=0=---= f(a?" ) =0.

Wir nehmen indirekt an, diese Nullstellen wéren nicht paarweise verschieden, also a? = ad" fiir
gewisse 0 < j < k < m — 1. Nun setzen wir § := a? und [ := k — j. Offensichtlich gilt § = ﬁql
und 0 <1 < m.

Das Minimalpolynom von 3 ist f , § ist aber auch Nullstelle von X ¢ _x. f teilt also X ¢ _x
und laut Lemma 1.2 gilt m | [. Das ist ein Widerspruch zu 0 < [ < m, also miissen die Nullstellen
paarweise verschieden sein und wir haben eine Faktorisierung in Linearfaktoren gefunden. O

Bemerkung. Wir denken an Polynome der Form 22 + px + ¢ iiber R, der Einfachheit halber mit
komplexen Nullstellen. Wenn o« = w4t eine Nullstelle ist, dann ist auch @ = u—wvi eine Nullstelle.
Das ist manchmal praktisch.

Wir suchen also alle Analoga zur komplexen Konjugation in endlichen Koérpern.

Was kann die komplexe Konjugation?

e Sie ist ein Automorphismus von C.
e Reelle Zahlen bleiben fix.

®, erfiillt analoge Eigenschaften.



Definition (Automorphismengruppe).

Autp, (Fgm) := {p € Aut(Fym) | ¢ |p,= idp, }
heifit Automorphismengruppe von Fym iiber F,. Ihre Elemente heifen F,-Automorphismen von
Fym.
Bemerkung. Die Automorphismengruppe ist tatséchlich eine Gruppe beziiglich hintereinanderaus-
filhrung (Beweis durch Nachrechnen).
Bemerkung. ®, € Autg, (Fgm), also auch (®,)7 € Auty, (Fgm) (Beweis durch Induktion).

Satz 1.2 (Automorphismenstruktur). Sei ¢ eine Primzahlpotenz, m € N. Dann ist Autp, (Fqm)
eine zyklische Gruppe der Ordnung m, die von ®; : Fom — Fym, x — x¢ erzeugt wird, also:

Autg, (Fgm) = {id, ¢, ®2,..., 0" '} .

Beuweis. Sei f € F,[X] irreduzibel vom Grad m und « € F,m eine Nullstelle von f. Sei weiters
¢ € Autg, (Fgm). Dann gilt
0=0(0)=¢(f(a)) = f(pla),
() ist also eine Nullstelle von f. Laut Lemma 1.3 gibt es somit ein j € {0,...,m — 1} mit
pla) = a7 = di(a).
Sei nun 3 € Fy» beliebig. 3 = Zzn:_ol cra® fiir passende ¢ € Fy. Es gilt:

das bedeutet, ¢ = @7

Da die @é(a) = a7 laut Lemma 1.3 paarweise verschieden sind, miissen die @g paarweise
verschieden sein. Also ist die Ordnung der Automorphismengruppe m. O

Bemerkung. ®'(3) = 81" = j fiir alle § € Fym, also ist @' = idp, . .

1.4 Basen und andere Darstellungen von Korperelementen

Polynombasen

2

Fiir ein irreduzibles Polynom vom Grad m mit einer Nullstelle o ist {1,,a?,...,a™ '} eine

IF,-Basis von F,m. Wir sprechen von der Polynombasis.
e Addition ist durch m Additionen im Grundkoérper leicht zu realisieren.

e Multiplikation erfordert im Allgemeinen Reduktionen von o? durch das Minimalpolynom,
wobel j € {m,...2m — 2}, sowie viele Multiplikationen und Additionen im Grundkérper.

e Berechnung von ®, erfordert ebenfalls Reduktionen.



Logarithmische Darstellung
Die Einheitengruppe von Fym ist zyklisch, das heifst es gibt ein « € Fym, sodass
EFgm) ={a’ [0<j<q™ -1}

Fiir 8 = o/ nenne j den diskreten Logarithmus von (3 zur Basis o. Wir speichern nur diesen
Logarithmus.

e Multiplikation durch Addition der Exponenten und Reduktion modulo ¢ — 1 ist billig.

e Berechnung von @, erfolgt durch Multiplikation des Exponenten mit ¢ und Reduktion mo-
dulo ¢™ — 1.

e Fiir die Addition braucht man eine Tabelle (1 4+ o) oder man muss miihsam rechnen.

Normale Basen

Sei a € Fyn. Betrachte {a, ®4(), ®2(), ..., 27" (). Falls diese linear unabhéngig iiber F, sind,
dann bilden sie eine Basis, die sogenannte normale Basis.

e Berechnung von ®, geht schnell, da man nur den Koordinatenvektor rotieren muss.
e Addition erfolgt komponentenweise.
e Multiplikation erfordert noch mehr Miihe als bei Polynombasen.

Gibt es normale Basen in jedem Fyn?

Satz 1.3 (Existenz normaler Basen). Sei g eine Primzahlpotenz, m € N. Dann gibt es ein o € Fym,
sodass {a, ®y(), ®2(a),..., 7" (a) eine Fy-Basis von Fom ist.

Fiir den Beweis werden Hilfsmittel aus der linearen Algebra bendtigt (siche Anhang A1).

Lemma 1.4 (Artin). Sei (G, -) eine abelsche Gruppe, K ein Korper und ¢1,...,om pearweise
verschiedene Homomorphismen von G — E(K). Dann gibt es fir jedes Tupel (ai,...,am) €
K™\ {0,...,0} ein g € G mit

arp1(g) + -+ + amem(g) # 0.
Beweis. Induktion nach m:
e Fiir m = 1 ist nichts zu zeigen.
e Induktionsschritt m — 1 — m: Annahme: oBdA: a; # 0
a1p1(9) + -+ + ampm(g) = 0.
Da @1 # @m gibt es ein h € G mit ;1 (h) # @m(h). Betrachte
a1p1(hg) + -+ + ampm(hg).

Falls das ungleich 0 ist sind wir fertig, also nehmen wir an:
arp1(h)ei(g) ++ + am@m(h)em(9).

Wir multiplizieren die erste Gleichung mit ,,(h) und subtrahieren die eben aufgestellte
Gleichung:

0 =ai (em(h) —p1(h)) e1(g) + -+ am-1 (@m(h) — @m-1(h)) Lm-1(g)
= bipi(g) + -+ bm—19m-1(9)

gilt fiir alle g. Widerspruch zur Induktionsannahme. O



Beweis von Satz 1.3. @4 : Fgm — Fgm ist Fy-Automorphismus, also auch eine [Fy-lineare Abbil-
dung. Weiters sind id, @, . .. <I>;“*1 paarweise verschiedene (Satz 1.2) Homomorphismen &(Fym) —
E(Fy"). Also gibt es laut Lemma von Artin kein Tupel (ay,...amn) € K™\ {0,...0}, sodass ***.
Das Minimalpolynom von ®, hat also Grad > m. Das charakteristische Polynom von ®, hat Grad
< m. Somit gilt: Minimalpolynom = +1 charakteristisches Polynom = X™ — 1 weil ®" = idp,,,. .

Laut SatzA1.1 gibt es also ein o € Fym, sodass a, ®4(a),... 27" () eine Basis von Fgm
bilden. O

Darstellung durch Matrizen
Sei f = Z;n:o a; X7 € F,[X] irreduzibel und normiert. Betrachte die Matrix:

0 —ao

1 —am—1

Bestimme das Minimalpolynom von A: Setze e; = (1,0,...,0)!. Es gilt Ae; = eq, A%e; =
es,..., A" ey = e,,. Also ist {A7e; | 0 < j < m — 1} eine Basis von F}" und laut Satz A1.1
Minimalpolynom = (—1)™ charakteristisches Polynom = (—1)" det(A — X I). Durch Entwicklung
nach der ersten Spalte erhalten wir fiir diese Determinante f.

Rechne in {ZT:_Ol ajAl | a; € ]Fq} mit den {iblichen Rechenregeln fiir Matrizen. Sehe Fym =~

span{l, A, A% ... A™~1}. A verhilt sich gleich wie eine abstrakte Nullstelle o von f.



Kapitel 2

Polynome uber endlichen Korpern

2.1 Kireisteilungspolynome und Einheitswurzeln

Definition. Sei K ein Korper, n € N. Dann heiftt der Zerféllungskérper von X™ — 1 iiber K der
n-te Kreisteilungskorper K™ iiber K.

Die Nullstellen von X™ — 1 heifien n-te Einheitswurzeln iiber K, sie werden in der Menge E(™)
zusammengefasst.

Bemerkung. Fiir K =R ist K™ = R(exp(%%)) und E™ = {exp(Z™) |0 < k <n — 1}.

Bemerkung. Wir wissen viel iber Fgm_l. Laut Definition ist das der Zerfillungskorper von X4
1, also auch der Zerfallungskérper von X" — X und somit genau der Fym.

Definition (Primitive n-te Einheitswurzel). Sei ¢ € E™ mit n = min{k € N | ¢* = 1}, dann
heifst ¢ eine primitive n-te Einheitswurzel

Satz 2.1 (Struktur der Einheitswurzelgruppe). Sei K ein Kérper der Charakteristik p > 0 (p
prim oder 0) und n € N.

1. Falls ptn (also insbesondere falls p =0), so ist E") eine zyklische Gruppe der Ordnung n.
Fiir ¢ € E™ gilt: E™ = (() & n =min{k € N| ¢F =1}.
2. Falls n = p'm mit p{m, so ist K" = K" ynd B = Em),
Bemerkung. Der zweite Teil des Satzes sagt aus, dass der Fall p | n vollkommen uninteressant ist.
Beweis. 1. Zunichst p { n.
e E( ist eine Gruppe:
—1"=1=1¢ EM™ also E™ .
— Seien z,y € E™, dann gilt (zy~')" = 2"y~ " = 1-17! = 1, das heifit zy~' € E™.
Somit ist (E(™), -) eine Untergruppe von (K™, .).
o |[E™| =n:
In K zerfdllt X™ — 1 in Linearfaktoren:
X'"—1=X—-a1) (X —apn).
Somit ist E(™ = {ay,...,a,}. Die Einheitswurzeln sind paarweise verschieden, weil

geT (X" —1,(X" — 1)) = ggT (X" — 1,nX""").

Wegen p { n gilt, dass nX"~! # 0. Ein gemeinsamer Primfaktor u der beiden Polynome
wiirde sowohl X™ als auch X™ — 1 teilen, das heifit u wére eine Einheit. Somit ist der
ggT gleich 1.

1_1_



e (E™), .)ist als Untergruppe einer zyklischen Gruppe zyklisch ((K ™), -) ist zyklisch,
vergleiche Algebra).

o <C>:E(")<:>|C|=n<:>n:min{k€N|§k:1}_

2. Sei nun n = p'm. Dann gilt X" — 1 = (X™)?' — 17" = (X™ — 1)?' (Frobenius), also K™ =
K und E™ = Bm), O

Definition. Sei n € N, K ein Korper der Charakteristik p > 0, k € N, dann setze
p) = {Be K™ | B ist primitive k-te Einheitswurzel}.
Bemerkung. P*) hiingt auch von n ab.

Proposition 2.1. Sei N € N, K ein Korper der Charakteristik p > 0, p{n, dann gilt

EM™ — Up(k)_
k|n

Beweis.
,2“ Falls 3 € P®), dann ist % = 1, also 3" = (8%)% =1, also § € E™

»,C“ Sei # € E™, dann teilt die Ordnung von § die Gruppenordnung |E(™)| = n. Setze
k = |B| und es folgt 4% = 1 und somit 3 € P, O

Proposition 2.2. Sein € N, k| n, K ein Kérper der Charakteristik p > 0, p{n. Dann gilt:
|P®)| = (k) (Eulersche o-Funktion).
Beweis. Zunichst fiir k =n. EM™ = (¢), also
P™ = {¢*|0<a<n-—1mit |¢* =n).
Es gilt |[¢*| =n © a = ggT(a,n) =1, weil (* =1 < n|al < n |l Somit ist
P™M ={¢*[0<a<n—1AggT(a,n) =1}

und die Ordnung |P(™| = ¢(n).
Sei k nun ein Teiler von n, n = mk:

X —1=Xx"_1m=(X* - 1)R(X),

also zerfillt X* — 1 in K Linearfaktoren, somit K*) C K und ich kann auf obigen Fall
verweisen. 0

Korollar 2.1. n =3}, ¢(k).
Beweis. Kombiniere die letzten beiden Propositionen. O
Bemerkung. Das Korollar ist viel billiger erhéltlich, steht hier nur zur Abrundung.

Definition. Sei n € N, K ein Korper der Charakteristik p > 0, p t n. Definiere G,, rekursiv durch:

X" -1
Go(X)i= =————.
(X) [ kjn Gr(X)
k#n

Bemerkung. Das leere Produkt ist per Definition 1.

10



Proposition 2.3. Bezeichnungen wie in der Definition, dann gilt in K™ :

G-kx)= [ x-p)
BepPk)
und Gi(X) € K[X].
Beweis. Induktion nach k:
k=1 Trivial.
Induktionsschritt: Die Aussage gelte fiir alle Teiler von n, die kleiner als k sind.
Xo1= [ x-9)

BeE™
BrF=1

=Gk H Gy
d|k

d#k

=G [T II x-»)

dlk BeP@
d#k

Wir kiirzen und erhalten:

Vd|k,d#£k: 311

= I x-0).

BeP®)

Es ist damit auch klar, dass G}, € K™ [X], wir wollen aber G}, € K[X]. Division mit Rest
in K[X]:
XF—1=Q(X) [ Ga(X) + R(X)

dlk
d#k

Lese diese Gleichung in K (™ [X], wo
Xk —1=ar(X) H Ga(X)+0

dlk
d#k

gilt. Wegen der Eindeutigkeit der Division mit Rest folgt R = 0 und Q = G (X). O

Wie sieht die Primfaktordarstellung von Kreisteilungspolynomen aus?
Bemerkung. G, ist irreduzibel iiber Q[X] (hier ohne Beweis).
Satz 2.2 (Primfaktorzerlegung von Kreisteilungspolynomen iiber endlichen Kérpern). Sei g eine
Primzahlpotenz, n € N mit ggT(q,n) = 1. Weiters sei d die Ordnung von (q + nZ) in E(Z/nZ),

also d = min{k € N | ¢* =1 mod n}. Dann ist G,,(X) das Produkt von # in Fy[X] irreduziblen
Polynomen vom Grad d, die paarweise teilerfremd sind.

Bemerkunyg. % ist eine positive ganze Zahl, weil d = |¢ + nZ| die Ordnung der Einheitengruppe
teilt.

11



Beweis des Satzes. Sei f ein irreduzibler Teiler von G,, in F,[X] vom Grad m. Sei k € N. Behaup-
tung: f zerféllt in F x genau dann in Linearfaktoren, wenn ¢* =1 mod n ist.
f zerfdllt {iber F » in Linearfaktoren
< f hat Nullstelle 3 € Fx (Satz 1.2)
< f hat Nullstelle 8, mit (3 ist primitive n-te Einheitswurzel und qu =0
< f hat Nullstelle 8 mit 3 ist primitive n-te Einheitswurzel und 6‘11&1 =1
& f hat Nullstelle 3 mit n | ¢* — 1
s ¢* =1 mod n.
d=min{k € N|¢* =1 mod n} = min{k € N | f zerfillt iber F x in Linearfaktoren. } = m.
Also hat jeder irreduzible Faktor von G, hat Grad d. Da G,, ein Teiler von X" — 1 ist, sind
alle irreduziblen Faktoren paarweise teilerfremd, es gibt also % = @ Faktoren. O

Korollar 2.2. Sei g eine Primzahlpotenz, n € N mit ggT(n,q) = 1. F, enthdlt genauw dann n-te
Einheitswurzeln, wenn n | (¢ — 1). (Das hat man vorher auch schon gewusst. .. )

2.2 Die Ordnung von Polynomen

Lemma 2.1. Sei f € F [X] mit f(0) # 0 und deg f = m, dann gibt es ein 1 < k < ¢™ — 1 sodass
flxk—1.

Beweis. F,[X]/(f) hat ¢™ — 1 Elemente # 0. Betrachte die Folge X' + (f) € F,[X]/(f),0<1<
g™ — 1. Die folge hat ¢ Elemente.

XU+ (f) # 0 fiir alle I, weil sonst X! = ¢g(X)f(X) in F,[X]/(f). Einsetzen von 0 ergibe
0 = g(0)£(0), somit X | g(X), also X'~ + f =0, aber X°+ (f) =1+ (f) #0.

Somit habe ich ¢™ Elemente in F,[X]/(f) mit ¢ — 1 Elementen. Laut Schubfachschluss gilt
X" = X* mod (f) fiir passendes 0 < r < s < ¢™ —1. Also f | X* — X" = X"(X* " —1). Da
X 1 f gilt ggT(X, f) = 1 und folglich f | X*~" — 1. O

Definition. Sei f € F,[X] nicht konstant.
e ord(f) :=min{k € N| f teilt X* — 1} die Ordnung von f iiber F,.
e Falls f = X'g mit g(0) # 0, so setze ord(f) = ord(g).

Proposition 2.4. Sei f € F,[X] irreduzibel mit deg f = m, f(0) # 0 (also f # X ). Sei weiters o
eine Nullstelle von f in Fym. Dann ist die Ordnung von f gleich der Ordnung von o in E(Fgm).

Beweis. Es gilt: f | X! =1 < o' —1 =0 < o! = 1. Die Ordnung von f ist das minimale [ mit
/] X! =1, die Ordnung von « in (F,~) das minimale | mit ! = 1. O

Korollar 2.3. Sei f € F,[X] und o eine Nullstelle von f in Fym dann ist a genau dann ein
primitives Element, wenn die Ordnung ord(f) = ¢™ — 1 ist.

Beweis. o ist primitives Element < |a| = |E(Fgm)| =¢™ — 1. O

Bemerkung. Manchmal werden Polynome vom Grad m der Ordnung ¢ — 1 als ,,primitive Polyno-
me* bezeichnet. (Achtung: Verwechslungsgefahr mit primitiven Polynomen, das heifst Polynomen
mit Content 1, iber ZPE-Ringen!)

Korollar 2.4. Sei f € Fy[X] ein irreduzibles Polynom vom Grad m, dann gilt ord(f) | ¢"™ — 1.
Beweis. Ordnung von « in der Proposition ist Teiler der Gruppenordnung ¢™ — 1. O

Lemma 2.2. Sei K ein Kérper, m,n € N, dann gilt:

(X™—1)| (X" —1) & m|n.
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Beweis. ,»,=* Division mit Rest in N ergibt n = mq + r (¢ ist hier keine Primzahlpotenz!).
Es gilt:

X" —1=Xmtr 1
= X"(X™ —1) + (X"~ 1)
= X"(X™ —1)(xm Ve 4 xm=Da 1) (X7 - 1).

Falls X™ — 1 ein Teiler von X™ — 1 ist, dann muss es auch ein Teiler von X" — 1 sein. Das
bedeutet entweder m = deg(X™ —1) < deg(X" —1) = r, was im Widerspruch zur Wahl von
r steht, oder r = 0. Also muss r = 0 sein und es gilt m | n.

»<" Schon oft verwendet: X" —1 = X" —1 = (X" —1)(X(m=Dt L x(m=2t x4+ 1), O
Korollar 2.5. ggT(X™ —1,X" — 1) = X&gTmn) _ 1,

Beweis. Wir wissen: (X% —1) | ggT(X™ —1,X" —1) & k | ggT(m, n). Es bleibt also nur noch zu
zeigen, dass des ggT die Form X* — 1 hat.
Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei n > m. Induktion tiber m:

m=1 ggT(X -1,X"-1)=X - 1.
m—1—m: Fir n=mt+r gilt
geT(X™ —1,X™ — 1) = ggT(X™ — 1, X"t 1) (Euklidscher Algorithmus)
und wir kénnen die Induktionsvorraussetzung anwenden. O

Proposition 2.5. Seien f,g € F,[X] mit ggT(f,9) =1, f # 0 und g # 0, dann gilt:

ord(fg) = keV(ord(f), ord(g)).

Beweis. Sei h = fg. Wenn h das Polynom X¢ — 1 teilt, dann auch f und g, also f | ggT(X® —
1, XS — 1) beziehungsweise g | ggT(X¢ — 1, X°"9 — 1), Der ggT ist aber bekannt, also gilt
f | xeeT(eordf) 1 Esmuss also ggT(e,ord f) = ord f sein. Analog dazu ist ggT (e, ord g) = ord g.

Somit sind sowohl ord f als auch ord g Teiler von e, also auch das kgV der beiden. ord h ist das
minimale e fiir das das alles gelten muss, also ord h = kgV (ord f,ord g). O

Proposition 2.6. Sei f € F,n[X] irreduzibel, f(0) # 0 und b € N. Sei t minimal mit der
Eigenschaft pt > b. Dann gilt:
ord(f*) = ord(f)p".

Beweis. Definiere g := f°, k := ord f und [ = ord g. Wir wissen, dass f | X¥ — 1 und g | X' — 1,
also teilt auch f das Polynom X' — 1 und somit gilt k& | I.

AuRerdem wissen wir, dass f° | (X* — 1)?, also auch g | (X* — 1)?(X* — 1)?'~?, was mittels
Frobenius-Homomorphismus zu X p" _ 1 vereinfacht werden kann. Damit wissen wir, dass [ | kp®,
also [ = kp? fiir ein 0 < j < t. , _

Angenommen j < t, also p/ < b. Es gilt f° | X*» —1 = (X* — 1)?". Das geht sich nicht aus,
wenn f das Polynom X* — 1 nur einmal teilt, also gilt f? | X* — 1. Allerdings hat X* — 1 keine
mehrfachen Nullstellen, weil (X* — 1)’ = kX*~! 2 0 fiir Nullstellen von X* — 1 ist. Damit haben
wir einen Widerspruch hergestellt, also ist j = t¢. O

Satz 2.3 (Ordnung von Polynomen). Sei f € F,[X], f = ffl -« fb ‘mit paarweise verschiedenen
irreduziblen f; € Fy[X]|. Sei weiters t € N minimal mit p* > maxb;, wobei p = x(F,). Dann gilt

ord(f) = p'kgV({ord(f;)}) [ 1 <j <r}).
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Beweis. Es gilt

ord(f) = kgV({ord(f;") | j € {1,...,r}})
= kgV({ord(fj)ptf [ie{1,...,r}}),
wobei ¢; € N minimal mit p% > b;. Wir wissen ord(f;) | qd°&fi — 1, daher ggT(p, ord(f;)) = L.
Also gilt
ord(f) =kgV({ord(f;) | j € {1,...,7}) kgV({p" | je{1,...,7}})
=kgV({ord(f;) | j € {1,...,r}) - pmoxtta}
= kgV({ord(f;)}} - p".00

Proposition 2.7. Sei q eine Primzahlpotenz, m € N, e € N mit e | ¢"* — 1. Dann gibt es genau

% irreduzible Polynome vom Grad n der Ordnung e, wobei d = m die Ordnung von ¢ mod e

1st.

Beweis. f ist irreduzibles Polynom mit deg(f) = mund ord(f) = e < Nullstelle von f ist primitive
e-te Einheitswurzel in Fym. Daher ist f einer der irreduziblen Teiler von Ge. O

2.3 Irreduzible Polynome

Satz 2.4. Sei q eine Primzahlpotenz und n € N. Dann ist die Anzahl der normierten irreduziblen
Polynome in Fy[X]| vom Grad n gleich

S (G)

d|n

wobei . die Mdébiussche u-Funktion ist, also

(=1)"  falls r > 0 und p1,...p, paarweise verschiedene Primzahlen sind

0 sonst.

Beweis. N,(n) sei die Anzahl der normierten irreduziblen Polynome vom Grad n in F,[X]. Be-

trachte
P:= H I

fEF,[X] irreduzibel

deg(f)|n
f normiert

Wir wissen: f | X¢" — X < deg f | n fiir irreduzibles f. Jeder Faktor im Produkt P teilt also
X9" — X. Jeder Faktor von X9¢" — X kommt im Produkt P vor. Also haben P und X?" — X die
gleichen Primfaktoren, aber vielleicht nicht mit denselben Vielfachheiten.

In P kommt laut Konstruktion jeder Primfaktor genau einmal vor. X¢" — X hat ebenfalls keine
mehrfachen Primfaktoren, weil (an — X)/ =¢" X" —1=-1.

Da P und X9 — X beide normiert sind, folgt

P=X7—X.

Sortiere P nach Graden:

X" -x=1] 11 f

d|n f€F,[X] irreduzibel

deg(f)=d
f normiert
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Berechne den Grad doppelt (inneres Produkt hat N,(d) Faktoren):
q" = dN,(d).
d|n
Mébiusinversion (Ubung):
n
F(n)=) f(d)= f(n)= ZN(E)F(d)
d| d|n
In unserem Fall ist also

nNy(n) =Y p (%) q".

d|n
Dividiere durch n. O

Beispiel.

N,y(12) % oo <22> q!

de{1,2,3,4,6,12}

1
= 15 ()" + p(2)¢° + p(3)q" + p(4)g” + p(6)q* + p(12)q)
L 6 4 o
=5 @7 " =" +7)
Korollar 2.6. Fir jedes n € N existiert ein irreduzibles Polynom vom Grad n in Fy[X].

Beweis.

Ny = =3 ()

d|n
= q c 2 d q
d#n
1 n d
>~ |a +Y (-1)g
d|n
d#n
1 n & d
ZH q —Zq
d=1
1 qniq”fq
n qg—1
1 n  q"
>7 [ ——
n(q 1)
=0

O

Bemerkung. Eigentlich kannten wir das Resultat bereits, weil F;» bekannterweise existiert und
einfache algebraische Korpererweiterung von F, ist, muss es ein Minimalpolynom vom Grad n
geben.
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2.4 Faktorisierung von Polynomen (Berlekamp-Algorithmus)

Definition. f € F,[X] heift quadratfrei, wenn es kein nicht konstantes g € F,[X] mit mit ¢* | f
gibt.

Lemma 2.3. Wenn man das Faktorisierungsproblem fiir quadratfreie f beherrscht, dann be-
herrscht man es auch fir beliebige f.

Beweis. f = E?:o aj X7 sei ein beliebiges Polynom. Betrachte f’.

L f' =31 ja;X?~" = 0. Dann muss ja; = 0 fiir 0 < j < n, also a; = 0 oder j = 0, das
bedeutet a; = 0 oder p | j. Somit gilt:
L5] L5

n J
F=> a; X7 => ap X" = (X))
§=0 i=0 i=0
plj

fiir passende b; (siche Ubung).

Somit ist f = ¢P fiir g = Zi& b; X. Faktorisiere g und potenziere die erhaltene Faktorisie-

rung mit p.

2. f#0und d = ggT(f, f') ist nicht konstant. dann ist d ein Polynom mit Grad 1 < degd <
deg f' < deg f und d | f. Schreibe f = dg und bastle die Faktorisierung von f aus den

Faktorisieungen von d und 5, die beide kleineren Grad haben, zusammen.
3. f'#0und geT(f, ') = const. Dann ist f quadratfrei und wir miissen wirklich arbeiten. O

Proposition 2.8. Sei f € F,[X] quadratfrei mit f = Py --- P, fir irreduzible Polynome p;. Dann
15t

Vi={Q € Fy[X] | degQ < deg f und Q? =Q mod f}

ein r-dimensionaler F,- Vektorraum.

Beweis. 1. Vy ist ein F4-Vektorraum: Seien Qq,Q2 € Vi, o, 8 € Fy und Q := a@Qq + Q2. Es
gilt:
e degQ < max(degQ1,deg Q2) < deg f
o Q7= (a1 + Q21 = aQ] + f1Q4 = aQ1 + fQ2 mod f.

2. Sei Z eine unbestimmte iiber F,. Wir wissen:

71— 7= 1] (Z-a).

a€cl,
Sei Q € Vy und setze Z := Q(X). Es gilt F | Q(X)? — Q(X) = [[,ep, (Q(X) — ).
Sei j € {1,...,r}. Offensichtlich gilt P; | Haqu (Q(X) — ). Also gibt es ein a; € F, mit
P; | Q(X) — aj, und damit Q(X) = a mod F;.
o ist aufgrund der Eindeutigkeit der Division mit Rest eindeutig bestimmt.
Betrachte ab jetzt die Abbildung ® : Vy — Fy, Q — (a1,..., ;) mit Q(X) = a; mod P;
firl <j<r.

e & ist injektiv: Seien Q1,Q2 € Vy mit ®(Q1) = ®(Q2). Dann gilt Q1(X) = Q2(X)
mod P;, also P; | (Q1 — Q2) fiir 1 < j <r. Also muss auch f | (Q1 — Q2) gelten. Weil
deg(Q1 — Q2) < deg f ist Q1 = Qa.
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e & ist surjektiv: Sei (ay,...,ar) € Fy, dann gibt es ein @ € Fy[X] mit Q@ = a; mod P;
(chinesischer Restsatz).
OBdA gilt deg Q < deg f, sonst Division mit Rest durch f. Q4 = a =o; =Q mod Fj,
also Q7 = @ mod f und somit @) € V. Daher ist ® surjektiv.

Also hat V; die selbe Kardinalitét wie Fy, néimlich ¢" und somit Dimension 7. O

Lemma 2.4. Sei f € Fy[X], degf =n und X' = qo; + ¢ X + -+ + gn_1,X""! mod f fir
0 <l < n. Setze Qf = (Qk,l)ogk,lgn—l € FZLX”.

Seien bV ... b(") ein Basis des Eigenraumes von Qy zum Eigenwert 1, b = (b(()i), cee bgf)_l)t
und V¢ wie in der vorhergehenden Proposition definiert.

Dann ist Z )XJ 1 <4 < r eine Basis von V.
Bewesis.

V= {Q() | deg@ < m. Q7 = Q mod f}.
Sei Q(z) = 3°7_ ) a; X7

QeVieRI=Q mod f
q
n—1

Zanj EZanj mod f
@ZQJX” ZQJXJ mod f

n—1
= Zaj quij = Zanj mod f
j=0 k=0 j=0

n—1 [fn—1 n—1
(:)Z qujaj XkEZaka mod f
k=0 \ j=0 k=0
n—1 [n—1 n—1
@Z qujaj Xk:Zaka
k=0 \ j=0 k=0
n—1
A Z qrja; = ak
j=0
ao Qo
= Qk =1
ap—1 Apn—1
ao
& ist EV zu EW 1 von Q7.
An—1
Basis von Vy < Basis des Eigenraums. O

Berlekamp-Algorithmus: siehe Handout.
Bemerkunyg. o Ker(Q¢ — I,,) ist Eigenraum zum EW 1 von Q.

o b =(1,0,...,0)'2Q(x) =1 € V;, 19=1 mod f,
e bV sicher € Ker(Qs — I,,)
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e B; sind lIt. Lemma Basis von V.

e F:im aktuellen Schritt noch nicht betrachtete Faktoren von f.

e (: im aktuellen Schritt bereits betrachtete Faktoren von f.
Satz 2.5. Der Berlekamp-Algorithmus terminiert und ist korrekt.

Beweis. Nach (r — 1)g(r — 1) Durchliufen der while-Schleife ist spétestens Schluss.
Falls das Return-Statement nicht genutzt wird, so ist Ergebnis undefiniert. Immer (vor dem
if |[FUG| =) gilt

o I[o=1

geF geG
(leichteste Induktion).

e Vge FUG :degg > 1.

(,Das wird schon stimmen, sonst stiirz ich halt mit einem Bluescreen ab.“)

Falls wir iiber Return aussteigen, haben wir Faktorisierung von f in r nicht-konstante Poly-
nome gefunden. Da 1t. Vor. f nur r irreduzible Faktoren hat, miissen alle gefundenen Faktoren
diese irreduzible Faktoren sein. (,,Bis jetzt nur Trivialbeobachtungen ohne auf die B, genauer
einzugehen.)

Zu zeigen bleibt, dass zwei Primfaktoren P; und Pj, i # j, in irgendeinem Schritt tatséchlich
getrennt werden, d.h.

P |d und P %
Behauptung: Es gibt ein 2 < s <7, ein o; # o; € Fy mit
B, =a; mod P,
B; =a; mod P;.
Wir wissen: Es gibt ein 1 und ein Q2 € V¢ mit
Q=a; mod P
@ =a; mod P

fiir verschiedene «; # «;.

Q = Z;:l BsBs-

Annahme:

B, =7, mod P,
B, =7, mod P;

fiir 1 < s < r und passende vs € F, (11 = 1).
Also

Q=) B mod P,
Q = Z/BS’YS mod Pjv

Widerspruch zu «a; # ;.

Falls P; und P; beim Schleifendurchlauf fiir dieses s und dieses o; noch nicht getrennt sind =
P, | Bsa, aber P; | d. P; t B; = «; (sonst P; | B — oj und P; | Bs — o; und somit P; | a; — oy,
eine Konstante # 0, Widerspruch).

Das heifit P; { d, also P; | 4.
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Kapitel 3

Grundbegriffe der Codierungstheorie

3.1 Einfiihrung

e ISBN10 (International Standard Book Number):
- 3 - 540  -64133- 5
<~ = <~

deutsch Springer Verlag Buch Priifziffer

— bzw. 0-387-64133-5
— 3-540-97329-X

funktioniert modulo 11 (X=10).
o ISBN13 (= EAN):
— 978 3540 64133 9
~~

book land

— 49 02778 91395 3
~—~ ~—
Japan Priifziffer

Uberpriifung von EAN bzw. ISBN13:

9
7
g =0 mod 10.

(1,3,1,...,3,1,3,1) -

Bei Uberpriifung werden einfache Fehler erkannt:

— Eine Ziffer falsch:

z=y mod 10 oder 3z =3y mod 10 = =z =y.

— die meisten Ziffernstiirze.
Nicht erkannt:

— Vertauschen zweier nenbeneinanderliegender Ziffern, wenn sie kongruent mod 5 sind:
3r+y=x+3y modl0&2xr =2y mod 10 =y mod 5.

Priifziffer ist relativ billig: Informationsrate %
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e IBAN (International Bank Account Number): komische Manipulation, dann mod 97.

e OBB-Lokomotiven: 1116- 077 - 7
<~ ~— ~—
Reihe Ordnungsnr. Priifziffer

(1,1,1,6,0,7,7) - +PZ=0 mod 10.

N~ N~ N~ O

Bis jetzt: Priifziffer gegen menschliche Irrtiimer.
Aber auch:

e Festplatten: Jeder 512 Byte Block braucht ca. 540 Bytes. (CRC = ,cyclic redundancy check®)

e ECC-Memory: 1-Bit-Fehler korrigieren, 2-Bit-Fehler erkennen
e Funk
Beispiel. 3 ,synthetische Codes als Beispiele:
1. Codewdrter: {0,1}® (also 8 Bit). Summe der Bits gerade? (,Paritéitscheck)

e (0110101-0
e 1110000-1

Erkenne 1-Bit-Fehler.
7 Bit Nutzdaten, 1 Bit Priifbit.

2. Codewdrter: 3 Bit Linge, alle gleich.

e 000
e 111

1 Bit Nutzdaten, 2 Bit Priifbits, also kostspielig.

Erkenne < 2 Bit-Fehler, oder (exklusiv) korrigiere 1 Bit-Fehler (Mehrheitsentscheidung; bei

Erhalt von z.B. 101 korrigiere auf 111).

3. Codewdrter: 6 Bit Linge, abczyz.

a+b+2=0 mod 2
a+c+y=0 mod 2
b+c+zxz=0 mod?2

x,y, z sind Priifbits, a, b, ¢ Nutzdaten.
Erkenne 2 Bit-Fehler, oder korrigiere 1 Bit-Fehler (Nachrechnen oder warten).
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3.2 Blockcodes, Distanz, Hamminggewicht

Definition. Sei A eine endliche Menge (,,Alphabet®), m,n € N. Eine Teilmenge C von A™ der
Kardinalitéit |C| = |A|™ heiRt ein (n, m)-Blockcode. Eine bijektive Abbildung E : A™ — C heiRt
Codierer fiir C, die Umkehrabbildung heifst Decodierer.

Beispiel. alle: A= {0,1}.
l.n=8m=".
E (z1,...,27) — (z1,22,..., 27,21 + T2+ -+ + 7 mod 2)
E7 iy, yrys) = (yis- 0 y7)
C={(y1,..-,ys) |ly1+---+ys=0 mod 2}.
2. n=3,m=1.
E: (z)— (z,z,z).
3. n=6m=3
Definition. Ein Codierer heifit systematisch, falls
E(x1,. . @m) = (X1, Ty Zmt 1y« -+ Zn)
fiir passende zp41, ..., 2, gilt.
Bemerkung. Alle bisher betrachteten Codierer (bis auf IBAN) sind systematisch.
Definition. Sei A eine endliche Menge, x,y € A™.
1. Die (Hamming-)Distanz
d(z,y) =#{j € {1,...,n} | x; # z;}
ist die Anzahl der Stellen, an denen sich z und y unterscheiden.
2. Das Hamming-Gewicht ist definiert als
wt(z) := d(z, 0),
wobei 0 € A und 0= (0,...,0).

Satz 3.1. Sei A eine endliche Menge, d die Hammingdistanz auf A. Dann ist (A™,d) ein metri-
scher Raum.

Beweis. Offensichtlich gelten d(z,y) > 0, d(z,y) =0< = =y und d(z,y) = d(y, x).
Seien jetzt x,y,z € A™.

M :={je{l,....n}|z; # 2 und z; = y;},
N:={je{l,...,n} | z; # 2z und z; # y;}.
Offensichtlich gilt M NN = (. Weiters

d(z,y) = #(M UN) = #M + #N.

Auferdem
#M < d(y, z)
(weil z; # z; und x; = y; = y; # z;) und
#N < d(z,y),
somit
d(z,z) = #M + #N < d(z,y) +d(y, ). O
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Definition. Die Minimaldistanz d(C) eines Blcokcodes C ist als
d(C) := min{d(z,y) |z € C,y € C,z # y}
definiert.

Beispiel. 1. Parititscheck: d(C) = 2.
d(00000000,00000011) =2 = d(C) < 2.

Seien x # y € C. Wenn z; # y; fiir ein 1 < j < 8, dann muss es ein k # j geben, sodass
x # yi (Paritdtsbedingung), d.h. d(z,y) > 2, also d(C) > 2.

2. 3-facher Wiederholungscode:

d(111,000) = 3 = d(C) = 3.

3. d(C) = 3 (ohne Beweis). (Codworter hinschreiben, alle Paare bilden.)

Definition. Sei C ein (n,m)-Blockcode. ein Fehlerprozessor F ist eine Abbildung
F: A" — {wahr, falsch} x A",

sodass
F(z) = (wahr,y) — y € C.

Bemerkung.
E Ubertragung, Storung, etc.
ze A" —xe(CCA” gung, 5 &
—

Nutzdaten

(wahr, x) B E-l(x) ==z
i (falsch, 7)

(wahr, z) e E~1(%) # z unerwiinscht

Proposition 3.1. Sei C' ein (n,m)-Blockcode iber A,t € N. Dann sind folgende Aussagen aqui-
valent:

1. Es gibt einen Fehlerprozessor F' fir C, der alle t-Bit-Fehler erkennt: F(y) = ([y € C],?) fir
alle y und d(y,C) = min{d(y,x) | x € C} < t.

2. d(C) >t +1.

Beweis. Angenommen, es existiert ein solcher Fehlerprozessor. Falls d(C) < ¢, so gibt es z!, 22 € C
mit d(z!,22) < t. 2% konnte eine fehlerbehaftete Ubertragung von z! sein, also

F(2*) = {falsch, ?}.

Umgekehrt: d(z!, 22) > ¢ + 1.
F(y) = (ly € Cl.y).
O

Proposition 3.2. Sei C ein (n,m)-Blockcode iber A. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
1. Es gibt einen Fehlerprozessor, der Fehler bis zum Gewicht s korrigiert.

2.d(C)>2s+1
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Beweisskizze. Fir x,y € C:

B(z;8) N B(y;s) =0
= d(z,y) > 2s & d(z,y) > 2s + 1.

Bild! O
Satz 3.2. Sei C ein (n,m)-Blockcode iber A, s,t € Ng. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1. Es gibt einen Fehlerprozessor, der Fehler mit Gewicht < s korrigiert und Fehler von Gewicht
e{s+1,...,s+t} erkennt.

2.d(C)>2s+t+1

Beweisskizze. Fir x,y € C:

Bz, s +1) N Bly,s) =0
& d(C) >2s+t<d(C)>2s+t+1.

Definition (Rate). Sei C' ein (n,m)-Blockcode. Dann heifst ™ die Rate von C.
Beispiel. 1. Paritéatscheck: %
2. 3-fach-Wiederholung: %

3. abcxyz: % = %

3.3 Lineare Codes

Definition. Sei F, ein endlicher Kérper, m,n € N. Ein Unterraum C von Fy der Dimension m
(»bezieht sich auf C*) heikt linearer (n,m)-Code diber F,. Der Codierer Fi* — Fy soll eine lineare
Abbildung sein.

Falls ¢ = 2, spricht man auch von einem bindren linearen Code.

Die Matrixdarstellung des Codierers bzgl. der Standardbasen von Fj" bzw. Fy heilt Genera-
tormatriz G.

Beispiel. 1. Paritatscheck:

o
—_

= O
—_ =

_—_-0 oo
_ O = OO
O, )R R, OO
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Bemerkung. C' ist systematischer Code <= Generatormatrix = ({’Zf) mit A € F((In—m)xm.

Proposition 3.3. Sei C ein linearer (n,m)-Code. Dann gibt es eine Matriz M, sodass
reC s Mz=0.
Jede solche Matriz hat mindestens n — m Zeilen, wobei es auch eine solche Matriz mit n — m
Zeilen gibt.
m

Beweis. Benotige eine lineare Abbildung F' von Fy* nach Fy~"™ mit C = Ker F. Sei vl v
eine Basis von C, die durch v™*!, ..., v™ zu einer Basis von [y, ergénzt wird. Wéhle z.B.

0
, 0
. < .
F(v') = 0 P it el = | 1] j-te Zeile.
e j>m 0
0

Es gilt Ker F = C. (C C Ker F lt. Konstruktion. Im F' = IFZ"‘m. Dimensionsformel: dim Ker F'+
dimIm F = n, somit dimKer F = m = C = Ker F.)
———

" Eine Matrixdarstellung von F' bzgl. Standardbasen ergibt die gewiinschte Matrix.
Jede solche Matrix hat mindestens n — m Zeilen, weil

rank M =n—KerM =n —m. O

Definition. Eine Matrix mit den Eigenschaften aus der Proposition heifit Prifmatriz (oder Check-
matriz) fir C.

Beispiel. 1. Paritatscheck:

2. 3-fach-Wiederholung:

3. abezyz:
100 011
01 0101
001 110

Proposition 3.4. Sei C ein systematischer linearer (n,m)-Code mit Generatormatrixz (;1”),

Ae ]Ft(znfm)xm. Dann ist (—A I_m) € Fé”*m)xm eine Priifmatriz fir C.

Beweis.
rank (—A In,m) =n —m wegen der Einheitsmatrix
C _ (fm fiir ei F™
reC=zc= A y fir ein y € F7,
somit

Mz=(-A L) (Iz) — _AI+TA=0,
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also
C C Ker (—A In,m) .

Lt. Dimensionsformel
C = Ker (—A In_m) .

O
Proposition 3.5. Sei C ein linearer Code. Dann gilt
d(C) = min{wt(c) | c € C,c # 0}.
(,»Statt alle Paare und ihre Differenz zu betrachten, brauche ich nur die ¢ selbst betrachten.)
Beweis.
d(z,y) = #{j [ wj # v} = #{j [ 2 —y; # 0} = wi(z — ).
Da C linear ist, ist fiir z,y € C auch x —y € C.
z#ﬁi};ecd("”’ y) = z;égfggeth(x —v)= c;e%ljzréth(c)
(Jedes ¢ € C tritt als Differenz auf, z.B. ¢ — 0.) O

Bemerkung. Das driickt die Komplexitét einer trivialen Suche nach der Hammingdistanz von
IC)? =1 auf |C] — 1.

Fehlererkennung war leicht (Priifmatrix). Wie soll man Fehler korrigieren?
Gegeben: x € Fy. Gesucht: ¢ € C' mit d(c, x) minimal.

Standard-Tafel

q™ Spalten, ¢"~™ Zeilen. Jeder Eintrag ist ein Wort aus Fy.
1. Zeile: alle Codeworter

Tr11 = 0 T12 N .’EZLZ
Wihle ein x minimalen Gewichts, das noch nicht in der Tafel steht, und notiere

T+ 11 T+ T2 erx’f;.

Tteriere (immer 1. Zeile dazuaddieren).
Falls ein Element doppelt vorkommt,

z+xp =2+ ay,
so folgt
¥ =x+4 (v1p —2u) =T+ 21

fiir passendes ¢ (Widerspruch).
D.h. in jeder Zeile gilt
wt(zp < wt(zk;) fiir alle j.

Annahme: Empfangen ein x;.

Suche jenes ¢ € C mit d(zy;, c) minimal, also wt(zx; —c) minimal. Die Elemente x; —c¢, ¢ € C,
sind genau die Elemente der k-ten Zeile (aufgrund der Linearitéit). Suche das Element geringsten
Gewichts in der k-ten Zeile. Das erste Element der k-ten Zeile minimiert das.

Thj — €= Tp1,

25



somit
c=2xp; — Tp1 = (T + T15) — T = T1;.

Das gesuchte Codewort ist das erste Element der jeweiligen Spalte.
Die Losung ist genau dann eindeutig, wenn

wt(zg1) < wt(zg;)  fiir alle j > 1.

Also: Die Standardtafel 16st das Fehlerkorrekturproblem, aber sehr ineffizient.
Was ist das wirklich?

e Zeilen der Standardtafel: Nebenklassen mod C.
e 1. Element der Zeile: Element geringsten Gewichts aus der Nebenklasse (,coset leader).

Wenn also ein Element empfangen wird, suche die ,richtige“ Nebenklasse.

r+C=y+Cerx—yelCosMa—y)=0 Mz =My.

Algorithmus Fehlerprozessor

Gegeben: linearer Code C' durch Priifmatrix M, z € Fy.
Gesucht: ¢ € C mit d(z,y) minimal.

1. Vorberechnung: Bestimme fiir jede Nebenklasse ein Element z; kleinsten Gewichts, setze
hj = M.I‘j (,,Hash—Wert“).

2. Berechnung: Suche j mit Mz = h;. Gib x — x; zuriick.

Korrektheit: siehe oben.
Wie kommt man nun zu den coset leaders? Die coset leaders sind genau die korrigierten Fehler.

Beispiel. Betrachte abczyz. Coset leaders:

000000

100000
7 Zeilen

000001

Es gilt dimC' = 3, n = 6,
dim(F3/C)=6—3=3.

8 Nebenklassen. Schreibe Stelle des 8. coset-leaders aus (2-Bit-Fehler, nicht eindeutig).
,Code hat noch etwas Luft®.

Proposition 3.6. Fin linearer Code hat genau dann Minimaldistanz > d + 1, wenn je d Spalten
der Prijfmatriz linear unabhdngig sind.

Beweisskizze. Linearkombination von d Spalten entspricht Multiplikation von M mit Vektor mit
Gewicht < d. Das wiederum entspricht Multiplikation mit Codevektor mit Gewicht < d. O

Korollar 3.1. Ein bindrer linearer Code korrigiert 1-Bit Fehler genau dann, wenn alle Spalten
der Prifmatriz verschieden sind.

Beweis. 1-Bit Fehler & d(C) > 3 < je zwei Spalten linear unabhéngig iiber Fo < je zwei Spalten
verschieden. 0
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Anhang

A1l Etwas lineare Algebra

In diesem Anhang sie V ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber einem Koérper K, F': V — V
eine lineare Abbildung.

Definition. Das Minimalpolynom von F' ist das Polynom ¢ kleinsten Grades, das normiert ist
und g(F') = 0 erfiillt.

Bemerkung. Laut Satz von Cayley-Hamilton gibt es jedenfalls ein Polynom mit diesen Eigen-
schaften, ndmlich das charakteristische Polynom oder das negative charakteristische Polynom von
F.

Proposition Al.1. Mit den Bezeichnungen der Definition gilt:
Vhe K[X]:h(F)=0+g]|h.
Insbesondere ist g dadurch eindeutig definiert.
Beweis. Setze die Annihilatoren von F
Ann(F) :={h € K[X] | h(F) =0}.

Das ist ein Ideal von K[X]:

e hi(F)=0Aha(F)=0= (hy —ho)(F) =hy(F)— ha(F)=0-0=0.

e Fiir h € Ann(F) und g € K[X] gilt: hg(F) = h(F)g(F) = 0g(F) = 0.

K[X ist ein Hauptidealbereich, also gibt es ein g € K[X]| mit Ann(F) = (g9) = {fg | f € K[z]}.
Ohne Beschrankung der Allgemeinheit wahlen wir g normiert und haben das Minimalpolynom
gefunden. O

Korollar A1.1. Das Minimalpolynom teilt das charakteristische Polynom. Falls das Minimalpo-
lynom vom Grad dimg V ist, so gilt:

Minimalpolynom = +charakteristisches Polynom.

Beweis. Das charakteristische Polynom ist wegen des Satzes von Cayley-Hamilton ein Annihilator
von F. Wenn beide Polynome selben Grad haben, so unterscheiden sie sich nur um eine multiplika-
tive Konstante. Das Minimalpolynom ist laut Definition normiert, das charakteristische Polynom
hat den Leitkoeffizienten +1, also ist die Konstante +1. O

Lemma A1.1. Seir € N, A € K und J, ein Jordanblock der Linge r zum Eigenwert A. Dann ist
das Minimalpolynom von J, gleich (X — \)".

Beweis. (X — A\)" € Ann(J,.) (siehe Lineare Algebra 2). Gibt es ein Polynom vom Grad < r, das
J, annihiliert, so sind J"v,..., J.v,v fiir jeden Vektor v linear abhéngig.
Fiir den r-ten Einheitsvektor ist das ein Widerspruch. (Nachrechnen!) O
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Bemerkung. Auf diese Weise lasst sich das Minimalpolynom einer linearen Abbildung verstehen,
sofern das charakteristische Polynom {iber K in Linearfaktoren zerfillt.

Satz Al.1. Sei K ein Kdérper, V ein n-dimensionaler K-Vektorraum, F : V — V linear. Dann
sind folgende Aussagen dquivalent:

1. Das Minimalpolynom von F ist gleich dem charakteristischen Polynom von F (bis auf ein
Vorzeichen,).

2. Es gibt einen Vektor v € V, sodass v, F(v),..., F"1(v) eine Basis von V ist.

Beuweis. 2 = 1: Wir wissen: Minimalpolynom teilt charakteristisches Polynom. Wenn nicht
gleich, so ist der Grad des Minimalpolynoms kleiner als der Grad des charakteristischen
Polynoms.

n—1
Minimalpolynom = Z a; X’
j=0
n—1 n—1
Zaij(v) = Zaij (v) =0,
j=0 j=0
also ist v, F(v), ..., F"1(v) linear abhiingig und somit keine Basis.

1= 2: Sei f das Minimalpolynom von F, f = f{*--- fim die Zerlegung in irreduzible Poly-
nome. Das ist moglich, weil K[X] ein faktorieller Ring ist. Setze Ann(F,v) := {g € K[X] |
g(F)(v) =0} firveV.
1. Behauptung: Vo € V : Ann(F,v) < K[X].
e 0 € Ann(F,v).
® Vgi,92 € Ann(F,v) : (g1 — g2)(F)(v) = g1(F)(v) — g2(F)(v)
» VH € K[X]g € Ann(F,v) : (hg)(F)(V) = h(F)(v)g(F)(v) =
also ist Ann(F,v) ein Ideal (sogar ein Hauptideal).

—0-0=0.
h(F)(v)0 = 0.

2. Behauptung: fiir j € {1,...n} gibt es ein v; mit Ann(F,v; = (fj”

fij ist ein Polynom, aber kein Annihilator von F', das heifit: %(F ) # 0. Es gibt daher

ein w; € V mit fij(F)(wj) #0.
SmMW:%#WW)&gmﬂ%w:ﬂﬂmﬁ:QmM%ﬁeAmmW)

J

Allerdings: fjrj_l(”j) = %(F)(wg) # 0 laut Konstruktion von w;. Also f;?_l ¢

Ann(F,v;). Es folgt:

’I‘j*l

Ann(F,v;) = (g) fiir ein g mit g | f;’ und gt f;7 .

Aus der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung folgt g = f; 7.

3. Behauptung: Seien v, w € V mit Ann(F,v) = (g) und Ann(F,w) = (h) fiir teilerfremde
Polynome ¢ und h. Dann ist Ann(F,v 4+ w) = (gh).
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also ist gh € Aun(F,v + w) = (g1h1), wobei g1 | g und hy | h. Schreibe g = ¢192 und
h = hyhs fiir passende Polynome.
(gh1)(F)(v 4+ w) = (g2g1h1)(F) (v + w)
= g2(F) ((g171) (F) (v + w))
=0.

Andererseits:

(gh1)(F) (v +w) = (h1g)(F)(v) + (gh1)(F)(w)
=0+ (gh1)(F)(w),

daher gilt ghy € Ann(F,w) = (h1hs). Es gilt hihs | ghy, also hs | g. Laut Konstruktion
von hgy gilt hy | h. Somit ist he konstant.
Analoges gilt fiir gs.

Insgesamt gibt es ein v € V mit Ann(F,v) = (f), somit sind v, F(v),..., F""1(v) linear
unabhingig. O

Bemerkung. Der Fall in Satz Al.1 entspricht genau dem Fall, wo es pro Eigenwert genau einen
Jordanblock gibt, das heifit jeder Eigenwert hat geometrische Vielfachheit 1.
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