Lineare Algebra 2

1 Matrizen

1.1 Matrixoperationen

e Adjungierte Matrix A* = A

1.2 Spezielle Matrizen
e Hermitesch (selbstadjungiert): A* = A
o =>0(A)CR
o = A ist unitir diagonalisierbar.

Wenn A hermitesch = A, A und (falls A in-
vertierbar ist) A~! sind hermitesch.

e Unitir (S. 23!): Aquivalente Bedingungen
o A¥*A=1
° (z,y) = (Az, Ay)
o Spalten von A bilden ein ONS.
Wenn A € R™*": orthogonal“.
e Normal (S. 67): Aquivalente Bedingungen
o A*A = AA*

o Es gibt eine Orthonormalbasis von K",
die aus EV von A besteht.

o Aist unitdr diagonalisierbar: Es gibt eine
unitdre Matrix U € K"*" sodass U* AU
eine Diagonalmatrix ist.

Wenn quadratisch: |det A| = 1 und fiir alle Ei-
genwerte gilt [A| = 1.

ISeitenzahlen beziehen sich auf die entsprechende Stelle
im Skriptum ,Lineare Algebra 2“ von Markus Windisch zur
Vorlesung von Clemens Heuberger, Revision 3.0.2.1 vom 1.
Juli 2005.
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Schiefhermitesch: A* = —A
=o0(A) CC\R

Symmetrisch: A = A?

o hat nur reelle Eigenwerte

o ist diagonalisierbar
Schiefsymmetrisch: A = —A?
Involutorisch: A2 =T

Idempotent: A2 = A
= o(A) C {0,1}
Nilpotent: Ip : AP =0
= o(4) ={0}

Positiv definit: A* = A. Zusétzlich dquivalente
Bedingungen

o

Ver#0e€K": z*Az >0
o A >0 fiir alle A € 6(A)
det Ay, > 0 fiir alle

[}

Ay =

o

Es gibt eine untere Dreiecksmatrix C' mit
positiven Diagonalelementen, sodass A =
CC* (,Cholesky-Faktorisierung®).

e Positiv semi-definit: A* = A. Zusitzlich dqui-

valente Bedingungen

oVreK":z2*Az >0
o A >0 fiir alle A € 0(A)
det Ay, > 0 fiir alle Ay, = A(1: k,1: k)

Es gibt eine Matrix C' (womdglich sin-
guldr) mit A = CC*.

[¢]

o

1.2.1 Zusammenhiinge

e A reell und symmetrisch = A ist normal.
o A hermitesch = A ist normal.
o A unitiar = A ist normal.

e A hermitesch und reell = A symmetrisch.
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Lineare Algebra 2

2 Normen und Konditionszahl

2.1 Vektornorm (S. 8)
Definition.
1. lz]l 20 und ||z|| =0z =0
2. Ja] = [a] - ]

3 Nz +yll < [l + llyll

Beispiele.
e [[v]la = \/|v1]2 + - -+ + |v,|?: euklidsche Norm
e |v]l, = ¢/|vi]P + - + [v,]P: p-Norm

[[v]]1 = |vi| + -+ - + |vn|: L1-Norm

V]l = maxi<i<p |v;]: Maximumsnorm

2.2 Matrixnorm (S. 9)

Definition.
L ||A] >0und |[A|=0& A=0
2. [[AA[L = [AL- (1Al

3. 1A+ B[ < [|Al + B8]
4. |A-B|| < ||A| - ||B]| (submultiplikativ)

Beispiele.
e |Alle =2, ;laij|: Gesamtnorm
e [[A; = max; Z?:l la;;]: Spaltensummennorm

[|A]|co = max; Z;'l:1 la;j|: Zeilensummennorm

Zz’,j |ai;[?

: Frobenius-Norm

Al =

2.2.1 Induzierte Operatornorm (S. 10)

(VoI - 1) und (W, ] - ||) normierte Rdume und F :
V — W lineare Abbildung (bzw. Matrix). Dann
1E()lw

definiere
1 Fllv,w = SUP{ e SE#O}'
FEigenschaften von Operatornormen:

1. HFHV,W >0 und ||FHV,W =0 F=0

2. [laFllvw = laf -

4 NE@ v < IFllvw - llzllv

5. [[GoFllvx < |Gllwx - |1Fllv,w
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2.3 Konditionszahl (S. 12)
Fiir A regulér:

K(A) = (Al - [A7H.
Fiir A singulir: k(A) = +oo.

Relativer Fehler fir Az = b bzw. A(z + Ax)
b+ Ab:

TN\
el ="

Bei beidseitiger Storung (A + AA)(x
b+ Ab: Definiere

[AA] IIAbII}
0= max{
1Al o]l

k(A) <1

r(A)

+ Az) =

ri=24a-
und A sei regulédr. Dann gilt

), e {1221 1201,

|Az]| _ 2
< :
1= 1AL {lo]

]|

3 Innere Produkte
Definition.

2. (2,y) + 2 >= (z,y) + (z,2)

3. (z,y) = (y,2)
Positiv definit, wenn
(z,z) > 0und (z,z) =0< z=0.
Standard-Inneres Produkt:
(r,y) = 2"y

Durch ein inneres Produkt induzierte Vektor-
norm:

(z, ).
Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung:

[ (@ 9) [ < ]l -yl
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Lineare Algebra 2

3.1 Orthogonalitit
zly<e (v,w)=0.
Winkel:

(v, w)
cosp = ————.
[[oll - [

Orthogonalsystem S C V (V innerer Produk-
traum):

e v£(Qfirves
o (v,w)y=0firv#weSs

Die Vektoren eines Orthogonalsystems sind linear
unabhéngig.

Orthonormalsystem:  Orthogonalsystem
v =1firve S (= (v,w) =1).

mit

3.2 Gram-Schmidt-Verfahren

Gegeben: Basis x; von W.
Gesucht: Orthonormalbasis u; von W

e fork=1...(n—1) do

k
O Vk41 = Th1 — )iy (Uj Thet1) Uj
0 Uppq = btl.
k1= Topqall

3.2.1 QR-Zerlegung

X € R™*™ mit lin. unabh. Spalten. Dann gibt es
Matrizen Q € R™*™ R € R™™™ mit X =@ - R und

e Spalten von @ sind orthogonal.

e R ist obere Dreiecksmatrix mit positiven Dia-

gonalelementen.
X—(xl, ..,xn):(ul,...,un)~
=Q
fzall (ur,z2)  (u1,z3)
0 o2l (uz, 23)
0 0 [[os]|

Jan Poschko

3.3 Lineare Abbildungen in IPR

V, W pos. def. IPR. Dann heif3t f* adjungiert zu f,
wenn

Ve e Viy e W {y, f(2))y = (F*(v),2)y .

3.3.1 Unitdre Abbildungen
(,y) = (f(2), f(¥))

A € R™*" orthogonal = A* = A! orthogonal. =
Spalten und Zeilen bilden ONS.

Unitére Abbildungen sind lingen- und winkel-
treu.

Orthogonale Matrizen im R?*2: Kompositionen
von

e Drehungen:
Cos
sin ¢

e Spiegelungen:

6 2)

3.3.2 Dualraum (S. 35)
V*:={f:V — K, f linear}

Elemente heiflen lineare Funktionale.

—sing
cos

3.3.3 Projektionen (S. 25)
V Vektorraum mit V =V, ® V,. v € V; mit

v=_x —+
~—~ Y
eVy evy

heilt Projektion von v nach V, entlang von V, bzw.
V pos. def. IPR, W Teilraum von V. T heifit Pro-
jektion von x auf W, falls

ez cW,
ex—TEWt.
Projektionsmatrix:

p=eev)- (G g)

wobei dim(V,) = r, X: Basisvektoren von V, Y
Basisvektoren von V.

Sei P:V — V linear mit Im(P) = W. Dann ist
P genau dann gleich der Projektionsabbildung Py,
wenn
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Lineare Algebra 2

e P? = P (idempotent), 1. Normalgleichungen fiir ,least-squares-solu-
tion“ xq:
e P* = P (selbstadjungiert).

(A*A)zy = A*D.

Fiir Py gilt
P () = A(A*A) " A%z, 2. via QR-Zerlegung: rg A =mn
wobei die Spalten von A eine Basis von W darstel- Rz =c,
len. wobei A = QR (volle QR-Zerlegung), R; =
Alle w € W werden auf sich selbst projiziert, d.h. R(1:n,:) e K™ c=(Q*b)(1:n) € K".

Pw = P—-—DHw=0.
w=we Jw 4.2 Unterbestimmte Gleichungssys-

Orthogonales Komplement von M C V: teme (S. 40)

A e K™ b e K™ m < n,rgA = m. Volle QR-

Mt = VI|VmeM:vl
fveV|vme v Lm} Zerlegung A* = QR, Ry = R(1 : m,:). Kiirzeste

Es gilt (M)t =M und V =M @& M-* . Losung von Az = b, d.h.
_ [zol| = min{||z[| : Az = b},
3.3.4 Orthogonale Distanz *
V' positiv definiter IPR, M Unterraum von V, b € ist
V. Dann gilt z=Q-(y1,0),

— i 2 _ 2
d(b, M) := s, [lm — bl = [ Parb — b3 wobei y; € K™ die eindeutige Lésung von

Riy1 =0
3.3.5 Spiegelungen (S. 33) 191
e S? =] (involutorisch) ist.
e S unitir 4.3 QR-Zerlegung iiber House-

holder-Transformation (S. 40)

Gegeben: A € K™m*"
Sy =2-Py—1I Gesucht: Q@ € K™™ R € K™ mit A =
QR,Q*Q = I, und R obere Dreiecksmatrix.

Fir Sy gﬂt

Alle m € M werden auf sich selbst gespiegelt,

d.h. e Q=1I, R=A
Sm=me (P—Im=0. e fork=1:ndo
o N=|R(k:m,k)|2
4 Lineare Gleichungssysteme 0
und QR-Zerlegung 5
.. 0 W= 0
4.1 Uberbestimmte Gleichungssys- ANNFrael) | rp 4+ N 788,
teme (S. 38) Thtlk
Tmk

A e K™ be K™ m >n. zyp € K" heifit Losung
des iiberbestimmten Gleichungssystem Az = b im
Sinne der kleinsten Fehlerquadrate, wenn o R=HR

Q=QH

o H=1,, —2ww*

o

[|[Azg — b||2 = min(]|Az — b||z : z € K™).
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Lineare Algebra 2

5 Eigenwerte

Definition. F: V — V Endomorphismus (bzw. Ma-
trix A € K"*"), V ein K-Vektorraum, A € K. A
heiflt Figenwert von F, falls es ein x # 0,z € V
gibt, sodass

F(z) = \x.
FEin solches x heifit Figenvektor zum Eigenwert .
o(F):={X € K| X Eigenwert von F'}

heifit Spektrum von F.
Eigenraum von F bzgl. A:

Vi=Wa(F):={z eV | F(x) = A\z}.
Es gilt
o V) =Ker(F — \id).
e A€ o(F) < (F— \id) ist singulédr, d.h. Ker #
{0}.
5.1 Berechnung
Nullstellen des charakteristischen Polynoms
pr(t) = det(F — tid).
Geometrische Vielfachheit von \:
pxr = pr(A) = dimg VA (F).

Algebraische Vielfachheit pp(X): Vielfachheit von A
als Nullstelle von pg(t).

Es gilt
1< pp(A) < pr(A).

Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind
linear unabhéngig.

5.2 Eigenschaften von Eigenwerten
(S. 50)

Ae K™ Aeo(A).

1. Aeo(AY)

2. Aregulir = 0 ¢ o(A),  €o(A™)

3. A" eo(A™)
A €o(TYAT) mit EV T~z (T regulir).
falls A2 = A: o(A) C {0,1}
falls 3p : AP =0 (nilpotent): o(A4) = {0}
cA € o(cA)
A+cea(A+ecl)

® N o oo
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5.3 Diagonalisierbarkeit (S. 52)

F:V — V. Folgende Aussagen sind #dquivalent:

1. F ist diagonalisierbar, d.h. es gibt eine Basis
von V', beziiglich derer F' als Diagonalmatrix
dargestellt werden kann.

2. Es gibt eine Basis von V', die aus Eigenvektoren
von F' besteht.

3. V:V)\IEB...@V)\T.
4. p(A) = p(A) fiir alle X € o(F).

5.3.1 Berechnung

e Eigenwerte berechnen und iiberpriifen, ob
p(A) = p(X)
e Eigenvektoren in Spalten von T schreiben

e T71AT = D ... Dreiecksmatrix

5.3.2 Schurform (S. 67)

A € K"*™, Schurform von A ist eine Matrix P €
K™*" sodass P obere Dreiecksmatrix ist und die
Diagonalelemente den Eigenwerten von A entspre-
chen.

Fiir jedes A € K™*"™ gibt es eine unitidre Matrix
U, sodass

U*AU = P.
Bestimmung:
1. Bestimme EW und normierten EV

2. Basiserginzungssatz & Gram-Schmidt: liefert
Matrix Uy

3. Bestimmung von Ay, iterativ fortsetzen

5.4 Klassifizierung von Kegelschnit-
ten (S. 70)

F(z,y) = axz® + 2a112y + agey®+
+ 2a107 + 2a01y + aoo

a0 ai1r aio z
=(z y 1){an ae an Yy
aip ap1 doo 1
B
Setze
a ail aq
A= 20 c= 0
ailr  aop2 ap1

(siehe Tabelle 1)
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Lineare Algebra 2

LrgA ldetA ltrAdetB UrgB:i’) lrngZ lrngl
<0 Hyperbel | 2 schneidende Geraden
2 <0 <0 Ellipse 1 Punkt -
>0 0
1 Parabel 2 parallele Geraden oder leer 1 Gerade (doppelt)

Tabelle 1: Fallunterscheidungen bei Kegelschnitten

5.4.1 Hauptachsentransformation
Gegeben: Quadrik
p(z) = 2" Az + o'z + B =0.
Transformation auf Normalform:
e Diagonalisieren von A: 3U unitér, sodass
U'AU = diag(\1,...,\n) = D,

wobei {Aq, ...
A sind.

,Ant = 0(A) die Eigenwerte von

e Transformation:
xz="Uy.

Somit
p(y) => Nyl + > diyi+8=0.
i=1 i=1
e Translation:

a;
2 = Yi — o
Yi

(siehe Ubungsbeispiel 61)

A £ 0
A =0

5.5 Jordansche Normalform (S. 55)

Definition. F : V — V Endomorphismus mit o; €
o(F).

e Hf = {z € V | 2 € Ker(F — \I)F} heifit
Hauptraum zu EW ); der Stufe k € N.

e v € HF mit z # 0 heiit verallgemeinerter Ei-
genvektor.

o Hy = UpenHF = {2z € V | 2 € Ker(F —
N )* fiir ein k € N}

Berechnung:
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1. Eigenwerte und -vektoren bestimmen

2. Basen der Hauptriume bestimmen (wenn nur
Jordan-Matrix erwiinscht: Dimensionen rei-
chen!)

3. Wenn nur Jordan-Matrix erwiinscht: iiber

Weyrsche Charakteristik
(a) ,Hauptraumvergréfierungen:

a; = dim H!

a; = dim H? — dim H/~!
(b) Kettenléingen:

I = a,

lrfl = Qr_1 — lr = Qp_1 — Qp

lh=a1 —ap

4. Wenn Transformationsmatrix auch erwiinscht:
Kettenbasen berechnen

(a) Wé&hle Basisvektor v in grofitem (noch
nicht ,erschopftem) Hauptraum, der li-
near unabhingig zu DBasisvektoren des
darunterliegenden Hauptraumes ist.

(b) Rechne die Kette mittels (A—\)-v zuriick.
(c) Wiederhole das Verfahren, bis alle

Hauptrdume ,erschopft sind, d.h. die
Ketten alle Basisvektoren erzeugen.

(d) Kettenldngen direkt ablesen
(e) Die Spalten der Transformationsmatrix
sind die Kettenbasisvektoren. (In entspre-
chender Reihenfolge zur Jordan-Matrix,
und in aufsteigender Reihenfolge der
Hauptriume, d.h. Basis von H' vor H?.)
T= (ki kK ... kK ok EY)

(s
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Lineare Algebra 2

5. Jordan-Matrix aufstellen:

']7"1,1()‘1) 0
JTl,p(Al)()\l)

O er,p()\m>(>‘m)

5.5.1 Matrixpotenzen

A=TJTr7!
AP =T R
JE (M) 0
Jk — ..
0 IO

Potenz eines Jordan-Blocks:

O

Jj—
5.5.2 Matrixpolynome

Sei A € K™ und f(t) Y -, cxt® ein Polynom.
Dann ist

f(Ir (M) 0
f(A) =T T
0 F( e (Ap))
und
F(I(N)i; = M fiir ¢ < j, sonst = 0.

(G —)!

Satz von Cayley-Hamilton: Sei A € K™*™ und
pa(t) das zugehorige charakteristische Polynom.
Dann gilt

pa(4) =0.
5.5.3 Asymptotisches Verhalten diskreter
Systeme (S. 63)

Beschreibung von Prozess (Zustandséinderung)
durch Matrix. Frage: Was passiert nach , unendli-
cher* Zeit?

Definition. Spektralradius:
s(A) :=max{|A\| : A € 0(A)}.

1. Es sind folgende Aussagen dquivalent:

Jan Poschko

(a) s(4) < 1.
(b) Fiir alle z gilt lim, ., A"z = 0.
(¢) limp,_, [|[A™|| = 0.
Es sind folgende Aussagen dquivalent:
(a) s(A) <lundfiiralle A € o(A) mit [A| =1
gilt p(A) = p(A).
(b) Fir alle x ist A™x beschrénkt.
(c) [JA™]] ist beschrénkt.

Es sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) s(A) > 1 oder es gibt einen Eigenwert A
mit [A| =1 und p(A) < p(A)..

(b) Es gibt ein x, sodass A"z unbeschrinkt
ist.

(¢) limy,— o0 [|A™]| = 0.

5.5.4 Lineare Rekursionen (S. 64)

1.

Charakteristische Gleichung: ersetze x,yx in
Rekursionsgleichung durch Ag.

Falls Storglieder vorhanden: Eliminieren durch
(gef. mehrmalige) Indexverschiebung.

Losen der charakteristischen Gleichung.

Unbestimmter Ansatz: Linearkombination der
Losungen der charakteristischen Gleichungen,
bei Vielfachheiten mit entsprechenden Poten-
zen von n multiplizieren.

Einsetzen der Anfangswerte.

Losen des linearen Gleichungssystems.
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6 Eigenwertprobleme
ler Matrizen

speziel-

6.1 Hermitesche Matrizen
A* _ A e Knxn

e Hermitesch = normal = 3U unitér, D Diago-
nalmatrix, sodass A = U*DU.

e Eigenwerte sind reell.
Definition. Rayleigh-Quotient:

¥ Ax

x*x

ra(x):

Sei A € K™*™ hermitesch mit Eigenwerten A; >
Ao > ... > A\p,. Dann gilt

x* Az
A1 = max ra(zr)= max
€K™, x#£0 z€Kn,2#0 T*T
= max z"Ax
z€Kn,||z||=1
Ap= min ra(z)= min z*Azx.
z€K™,z#0 z€K,||z||=1

Courrant-Fischer (S. 74): Verallgemeinerung auf
restliche Eigenwerte

A= min max x Az

VCK",dim V=n—i+1zeV,||z|=1

max min z*Azx.
VCK",dim V=izeV,|z|=1

Schachtelsatz fiir hermitesche Matrizen:
A € K»*" mit A* = A und Eigenwerten \; >
2

p=(3)
C (0%

mit Eigenvektoren 3; > ..
Dann gilt

. > Pn.

Bi>2M2B22>...2 X 2> Bt

6.2 Positiv definite Matrizen
6.2.1 Charakterisierung

Sei A* = A. Dann sind folgende Aussagen dquiva-
lent:

e A ist positiv definit, d.h.

Ve #£0e€K": 2" Az > 0.

Jan Poschko

e A >0 fiir alle A € 0(A)

e det Ay > 0 fiir alle

e Es gibt eine untere Dreiecksmatrix C' mit po-
sitiven Diagonalelementen, sodass A = CC*
(,,Cholesky-Faktorisierung*).

6.2.2 Cholesky-Faktorisierung

Gegeben: A = A* Gesucht: C untere Dreicksmatrix
mit A = CC* oder Beweis, dass A nicht positiv
definit ist.

e forj=1:ndo
i—1
o d:=aj; — 35 ekl
o if d <0 then
% return (A ist nicht positiv definit)
o ij = \/ﬁ
ofori=j41:ndo
* Cij = % (aij — Zi;i Czkcjik)
7 Lokalisierung von Eigenwer-
ten

Definition.

heifit Gershgorin-Kreis.

Satz von Gershgorin:
1. VA€ o(A):31 <i<nsodass A € S;

2. I C {1,...,n} und UieIE N UZQIE
Dann liegen genau |I| Eigenwerte in | J

i€l Si.
Punktweise Uberschneidungen stéren nicht, da
das charakteristische Polynom von A und so-
mit seine Nullstellen stetige Funktionen sind.
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8 Numerik von Eigenwerten

8.1 Sensitivitidtsanalyse

Sei A € K" diagonalisierbar, o(A) =
{AM,..., An} und sei g € 0(A+ AA). Dann gilt

min |p— A < k(T) - ||AA],

1<i<n
mit
A=T - diag(\q,...
K(T) =Tl - 1T -

7)\n> N T_l

Wenn A normal:

min [u = Ai| < w(U) - [AA], < [[AA],.

1<i<n

8.2 Eigenwert-Algorithmen

e Betragsgrofiter Eigenwert: Potenzmethode (S.
93)

e Betragskleinster Eigenwert: Inverse Iteration
(S. 95)

e Berechnung eines beliebigen Eigenwerts: Wen-
de Algorithmus fiir betragskleinsten EW auf
A — oI an (o: Schitzung)

e Simultane Iteration (S. 97)

e QR-Verfahren (S. 99)

e QR-Verfahren in Hessenbergform (S. 101)
o QR-Verfahren mit Shifts (S. 105)

8.3 Eigenwertprobleme reeller, sym-
metrischer Matrizen

A=A
H = Q'"AQ (Hessenbergmatrix)
H'= Q'A'Q=Q'AQ = I,

H ist also Tridiagonalmatrix, d.h.

ay b1
b1 as bg
H = by
bn—l
bnfl Qp
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8.3.1 Sturm’sche Kette

Fiir py(x) := det(Ay — «1) gilt

(x
po(z) =1
pi(x)=a1 —x

pr(x) = (ar — 2)pr—1(x) — bi_ 1 pe—2().

Die Anzahl der negativen Eigenwerte der Matrix
A (in Tridiagonalform und érreduzibel, d.h. by # 0)
entspricht der Anzahl der Vorzeichenwechsel von

1,det(A;1),det(Asz),...,det(A,), wobei ein Vorzei-
chenwechsel gezahlt wird

e von positiv oder 0 auf negativ,

e von negativ oder 0 auf positiv.

Die Anzahl der Eigenwerte im Intervall [a, b] ent-
spricht der Differenz der Anzahl der VZW in der
Sturm’schen Kette von b und der Anzahl der VZW
in der Sturm’schen Kette von a.

9 Nichtnegative Matrizen

Definition. A € R™*™ heifit nichtnegativ, wenn
ai; > 0 fir alle 1 <4, j < n, schreibe A4 > 0.
A heifit positiv, wenn a;; > 0, A > 0.
Es gilt
A>0,2>0= Az >0,
A>0,2>0,2#0= Az > 0.

9.1 Reduzible Matrizen (S. 81)

Definition. A € R™ ™ heifit reduzibel, falls es eine
Permutationsmatrix P gibt, sodass

B B

-1 _ 11 12

piap= (B 89)
fiir quadratische Matrizen B1; und Bsgs gilt.

Sei G ein Di-Graph mit Adjazenzmatrix A. Dann
gilt: A reduzibel < G ist stark zusammenh#ngend.

9.2 Satz von Perron-Frobenius (S.
82)

AeR"™™ A >0, Airreduzibel. Dann gibt es Ag >
0, o > 0 mit

1. ALEQ = )\0370

2. |A] < |Ao| fiir alle anderen Eigenwerte (falls
A > 0 sogar ,,<%)

3. (o) = p(Ao) =1
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9.3 Markov-Ketten

Beschreibe Prozess durch Anfangszustand und
Ubergangswahrscheinlichkeit (,,memoryless“: kei-
ne weiter vorangegangenen Zusténde ausschlagge-
bend).

p;(0) = W. zum ZP 0 in Zustand j zu sein
(P(t)); = W. zum ZP ¢ von i auf j zu wechseln

p;(t) = Zpi(t — 1) (P(t))i

Vektorschreibweise:
p(t) = P(t) -p(t—1)=PQO)P(t—1)p(t—2) =
=...=P)P(t—1)---P(1)p(0)

Markov-Kette heiflt harmonisch, wenn P(t) = P
fiir alle ¢; = 1 muss Eigenwert von P! sein.

Definition. Markov-Kette heifit ergodisch, wenn P
irreduzibel und azyklisch ist.

Eine ergodische Markov-Kette besitzt eine endli-
che Grenzverteilung (= stationédre Verteilung) 7. 7
ist ein Vielfaches des EV zu EW 1 von P!, sodass

n
Zﬂ'j =1.
j=1
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