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1. Vektoranalysis

1.1. Grundbegri e (Wiederholung)
1.1.1. Vektorfeld

De nition 1.1. Unter einem Vektorfeld im Raum versteht man eine Funktion
0 1
P(x;y;z)
v=V(xyiz)= @Q(xyiz) A;
R(x;y;2)

die jedem Punkt (x;y;z) einen Vektor V zuordnet.

Beispiel 1.1. Beispiele #r Vektorfelder sind etwa das Gravitationsfeld oder daselektrosta-
tische Feld.

De nition 1.2. Eine analoge De nition ist fer ein Vektorfeld in der Ebene meglich; alles
schrankt sich auf nur mehr zwei Dimensionen ein:

P(x;y)
Q(x;y)

¥ = M(XYy)=

Beispiel 1.2. Ein Beispiel fur ein Vektorfeld in der Ebene ist die ebene Stemung auf einer
Wasserober ache.

1.1.2. Potential und Feldlinien

De nition 1.3. Eine Skalarfunktion u = u(x;y;z) heit Potential des Vektorfeldes falls

gradu = v:

De nition 1.4. Eine Kurve, die tangential an den Feldvektor verlauft, heit Feldlinie.

P(x;y)
Q(x;y)
lasst sich die Gleichung der Feldliniey = y(x) durch folgende Uberlegung bestimmen: Die

Steigung der Feldlinie ergibt sich ausy®= 8&5; = f (x;y), man erhalt also zur Bestimmung

der Feldlinie eine gewohnliche DGL! 1. Ordnung.

Folgerung. Ist ein zweidimensionales Stemungsfeld gegeben durchv = , dann

1DGL = Di erentialgleichung



Beispiel 1.3. Sei einlogarithmisches Potential in der Ebene gegeben durch

1
u(x;y)=1In P
X2 +y
Dann ergibt sich das Vektorfeld aus
1 1
uay)=In Z=In(x*+y?) 2= Jin(x*+y?)
!
1 1 25 X
v=gradu=ru= Zr In(x*+y?)= - X}V = ¥
2 2 oy i
_ 1 x
rz .y
Fer den Betrag dieses Vektorfeldes gilt
o 1ox 1
M=z r

| {yz}

Je naher man also zur Ursprung kommt, desto sarker wird das Feld. Dieses steigt zum
Ursprung hin ins Unendliche. Das Feld besitzt im Ursprung enhe Singularitat, d.h. das Feld
ist in diesem Punkt nicht zu betrachten.

Bemerkung. Im obigen Beispiel wurde die Operatorenschreibweigezur Darstellung des
Gradienten verwendet. Es gilt

@
r= @
@y

1.1.3. Divergenz in der Ebene

Symbolisch kann die Divergenz als Skalarprodukt des Nabl®perators mit dem Vektorfeld
verstanden werden. Es gilt

De nition 1.5. Die Divergenz ist de niert als

_ @P @Q

divv=r ~= ;
@x @y

Die Divergenz ist ein Ma fur die Quellendichte (also fur das Vorhandensein von Quellen und
Senken) eines Vektorfeldes. Ein Feld isguellenfrei, wenn divv = 0 gilt.

Beispiel 1.4. Beim logarithmischen Potential gilt ebenfalls divv =0 bzw.
divv=divgrad u= U= Uy + Uyy =0:

Es qilt: In % ist Lesung der partiellen DGL u = 0 (Potentialgleichung).

2Dijeser Operator wird als Nabla-Operator bezeichnet.



Bemerkung. Ein weiterer wichtiger Operator ist der Laplace -Operator, der als

:@+@
@% @y

= rr =r?2
de niert ist.

Aus obigen Uberlegungen ergibt sich u =divgrad v. Im Fall des logarithmischen Poten-
tials ergibt sich so

V= radu—i X = xr
-9 Tz oy o oyr 20

- X y 2 X2 y2
=div v = 2 2r 32 2 r 3y= Z 422 421
u=divv= r x( 2r r) r y( 2r r) Ztea e
- 2450 -0

1.1.4. Newton -Potential im Raum

Ein sehr wichtiges Potential ist das Newton 'sche Potential, das im Raum die Gleichung

1 1
ux;y;z)= ==r = p—
r X2+ y2+ 72
besitzt. Mit den inneren Ableitungen ry = 92X= = X ry=Yundr, = Z erhalt man
X +y2+22 r r r
das zugelorige Feld 0 1
1 X
v = r_3 @ y A
y4

Dieses Feld beschreibt z.B. dieGravitationskraft . be ndet sich ein Zentralkerper mit der
MasseM im Ursprund des Koordinatensystems, dann gilt unter Einbeiehung der Gravitati-
onskonstanten (es handelt sich dabei um eine Naturkonstante) dassravitationsgesetz

0 1
X
M
K = - @ yA
z
Fer den Betrag des Kraftfeldes gilt
0 1
M X M M
K = r—3 @ )Z/ A = r—3 r = r—z:

Die Kraft, die auf die Einheitsmasse 8314472 kg in einem Abstandr zur Zentralmasse wirkt,
wird also durch folgende Gleichung beschrieben:
M

F:r—z:

Bemerkung. Das Newton 'sche Potential erfellt die Potentialgleichung fer u = rl: u=0.



1.1.5. Divergenz im Raum

Analog kann die Divergenz im Raum de niert werden. Es gilt

De nition 1.6.

o_ . ._ @P @Q @R
dvv=rwv= @x+ @er @7

1.1.6. Rotation

Die Rotation ist ein Ma f wr die Wirbeldichte in einem Vektorfeld.

De nition 1.7. Der Rotor ist de niert als der Vektor

rotv=r v

In einem wirbelfreien Feld gilt rot v = 0.

1.2. Arbeit im Kraftfeld und Kurvenintegrale in der Ebene

1.2.1. Bogenlange ebener Kurven

X = Xx(t)
y = y(t)
Gesucht ist die Bogenknge dieser Kurve. Man unterteilt die Kurve in sehr kleine Sticke und
ersetzt die Kurve durch die Verbindungsgeraden dieser Unteeilungen:

Gegeben sei eine KurveC in ihrer Parameterdarstellung C : ; to t ty.

*(to)

Die Bogeniange wird nun durch die Summe der langen der Geradensicke approximiert:

s
X 10— %1 ¥ X 1p
s(to; t1) xt+ yf= 1+ =5 Xi= 1+yqi)? xi
i=0 i=0 i i=0

Geht die Feinheit der Zerlegung gegen Unendlich, so konveigrt diese Riemannsumme
gegen das bestimmte Integral und somit gilt

Z x(ta) p
s(to; t1) = 1+ yqx)2dx:
X(to)



Beispiel 1.5. Wir berechnen die Lange der obﬁren Halbkreislinie des Einheitskreises. Jeder
Punkt auf dieser Linie erfullt die Gleichung y= 1 x2.

s( L,1)= 1+ yqx)2dx
s
Z, N 2
= 1+ p———— dx
1 1 x2
= 1+X2dx

=arcsin(l) arcsin( 1)

Bemerkung. Falls die Gleichung der Kurve C nicht nach y au esbar ist, kennen wir die
Bogenkange trotzdem berechnen:

s
X1 — X1 N y2 X 1p
S(to; t1) X2+ yP= —t|2+ —tlz ti = x()2+y()? t:
i=0 i=0 i i i=0
Somit gilt
J 4 tp
S(to;t1) = X2+ y2dt:

to

1.2.2. Kurvenintegrale in der Ebene

Gegeben sei ein Vektorfeld (Kraftfeld) v in der Ebene, sowie eine KurveC. Gesucht ist die
Arbeit, die verrichtet wird, wenn sich ein Massenpunkt entlang der Kurve vom Anfang (Punkt
P mit t = ) zum Ende (Punkt Q mit t = ) bewegt.

Q

P
v
4> 47
Nach der FormelW = F s (Arbeit = Kraft mal Weq) ergibt sich eine sehr einfache Vor-
gehensweise, analog zur Berechnung der Bogengge:

Py Q=R
z N /
P:PO N\ _ 7
= P
\.\W/ "2 °
PR
X

I
An der Teilstrecke P;P;+1 wird demnach die Arbeit

!
Wi = ¥(Pi) PiPis



verrichtet. Insgesamt ergibt sich durch Aufsummieren die Gesamtarbeit
K 1 K 1 |
W = W; = ¥(Pi) PiPj+1:
i=0 i=0
Nun betrachtet man folgenden Grenzfall: Die Feinheit der Zerlegung geht gegen Null, d.h.
die Anzahl der gewahlten Zwischenpunkte steigt gegen UnendlicI”\. Dann strebtdie Summe
der Teilarbeiten gegen das Kurvenintegral, und der Sehnerektor P;P;,; strebt gegen den
Tangentenvektor.
Die Arbeit in einem Kraftfeld ist auf diese Weise also folgenlerma en de niert:
Z
W = ¥(x(t);y(t)) ds:

Dabei ist ds das vektorielle Bogenelementin Tangentenrichtung. Fer den Betrag dieses Bo-
genelements gilt p
jog = x2+y?dt

Daraus folgt fer die Bogenlange die wohlbekannte Formel
z z

sS= ds= x2 + y2dt:

Fehrt man nun noch den normierten Tangentenvektor ty ein, dann gilt als weitere Beziehung
ds= tpds. Faur den Tangentenvektor selbst gilt in Komponentenschreibveise

P cos] (t; x-Achse)

V= Q ) To= cos] (t; y-Achse)

Die zwei Cosinusse werden auch alRichtungscosinussebezeichnet. Nun kann das Kurvenin-
tegral auch noch in folgender Form geschrieben werden:
z

W = P(x;y;z)cos] (tx)+ Q(x;y;z)cos] (ty) ds

Die Berechnung des normierten Tangentenvektors erfolgt wva gewohnt durch Ableiten nach
dem Parameter und Normierung, man ertalt

X
to= 17:
X2+ y2
Das Kurvenintegral selbst kann nun ebenfalls in Parameterdrm bestimmt werden:
z
W = ¥ ds=
Z t1 p —
= vtg , X2 xzdf =
to |;{E_
|—{2
d
Z S

[P y)x + Q(x;y)y] dt:

10



Setzt man weiters als Vereinfachungerdx = xdt und dy = y dt, so ergibt sich als vereinfachte
vektorielle Schreibweise Z Z
W = Pdx+ Qdy= ¥ dx
C c

Beispiel 1.6. Gegeben sei das Vektorfelds = ; und der Integrationsweg C1 : %(t) =
mito0 t 1

(1/2)

C1

XL

Man beachte, dass der Integrationsweg ein®rientierung aufweist. Die Integration entlang

C, ergibt
z

W = v dx=

= Pdx+ Qdy=
— XdX+ydyX=y=t;d:X=dy=dt
v
= (tdt + tdt) =
2,
=2 tdt=[t}}=1:
to
Beispiel 1.7. Betrachtet man nun dasselbe Feld, aber einen anderen Integtionsweg, rmam-
lich den ausC, und C3 zusammengesetzten Weg von ) nach (1=1):

A

X

»
»

Die entsprechende Parametrisierungen der beiden Teilwedgauten
Co: x(t) = (t) 0t 1

und
Cs: %)= tl;O t 1

11



Die Kurvenintegrale uber die Teilstrecken sind

v dx= tdt= — = =
C2 to 2 0 2
und 7 z, L1
t 1
v dx= tdt= — = —:
Cs to 2 0 2

Bemerkung.R In di_gsemRBeispiel langt das Kurvenintegral nicht vom gewahlten Weg ab,
denn es gilt . = et o Die physikalische Arbeit, die verrichtet werden muss, um wm

Anfangspunkt zum Endpunkt zu gelangen, hangt nicht vom gewahlten Weg ab.

Dies fuhrt uns zur

De nition 1.8. Ein Kurvenintegral heit wegunablangig, falls es nur vom Anfangs- und
Endpunkt abhangt, nicht vom zureckgelegten Weg.

Es gilt also fer beliebige WegeC1, C, von P nach Q
z z

Ci Co

Folgerung. Daraus ergibt sich als Folgerung, dass bei Wegunalt#ngigkeit das Integral ent-
lang einer geschlossenen Kurve Null ist. B#r C = C; C, (das negative Vorzeichen steht hier
wegen der Orientierung der Kurven) ist also
z Z z
= =0:
C C1 C»
Bemerkung. Bei Wegunabhangigkeit wird entlang geschlossener Wege keine Arbeit vech-
tet.

Notation 1.9. Integrale entlang geschlossener Wege hei eRingintegrale. Diese werden als
z I I

geschrieben.

12



1.2.3. Satz von Green-Riemann

De nition 1.10. Eine Menge M R" heit zusammenkngend wenn sich je zwei Punkte
X;y 2 M durch eine stetige Kurve verbinden lassen, die ganz iM liegt.

De nition 1.11. Ein Gebiet ist eine o ene, nichtleere und zusammenkngende Teilmenge

desR".
Ein Gebiet B heit einfach zusammenkhngend wenn sein Rand RdB zusammenhangend

ist.

Einfach zusammenlmngendes Gebiet. Nicht einfach zusammentmangendes Gebiet.

Bemerkung. Anschaulich gesprochen ist ein einfach zusammemimgendes Gebiet ein Gebiet
ohne Lechen.

Bemerkung. Die Orientierung des Randes wird so gewhlt, dass der nach au en zeigende
Normalvektor A und der Tangentenvektor t ein Rechtssystem(R;t) bilden.

De nition 1.12. Ein Normalbereich By bezglich der y-Achse ist eine Teilmenge deR?, fur
die es Grenzem; b2 R und Funktionen g;h: R! R gibt, sodass

By=f(xy):a x Dbygx) y hX)g

(Fur festesx entspricht der Bereich also genau der Streckg(x) vy h(x).)
Analog de niere einen NormalbereichBy beziglich der x-Achse als

Bx=f(xjy):c y dgly) x h(yg

Bemerkung. Einen Normalbereich kann man sich folgenderma en vorstetén:
.Stichtt man in einen Normalbereich By beziglich y-Achse iny-Richtung, verlasst manBy
ein einziges Mal und betritt es nie wieder (ebens®y in x-Richtung).

Bemerkung. Jeder Bereich hsst sich in Normalbereiche unterteilen, wobei sich die Osdn-
tierung von , Schnittsteicken\ gegenseitig aufhebt.

13



Kein Normalbereich. Aufteilung in Normalbereiche.

De nition 1.13. Fer %9 2 R" und r 2 R bezeichneB, (%) die Menge aller Punkte, deren
Abstand von %g kleiner alsr ist.

Bemerkung. Im R? entspricht das einem Kreis mit Mittelpunkt %p und Radius r, im R3
einer Kugel.

Satz 1.1. SeiB ein Bereich und C = Rd B sein Rand. Sei weitersv = P ein (stetig

Q

di erenzierbares) Vektorfeld. Dann gilt

I YA
@Q @P
Pdx+ Qdy= —— —— dxdy:
c Qdy s @x @y y
Beweis. Sei ohne Beschiinkung der Allgemeinheit B = By ein Normalbereich bzgl.y-Achse
(ansonsten zerlege den Bereich gemnvoriger Bemerkung in mehrere Normalbereiche). Dann
kann das Bereichsintegral geschrieben werden als

27 Z, Z h(x)
@de dy = dx dey
By @y a a(x) @y
Zy
= P(x;h(x)) P(x;g(x)) dx
az
= P dx:
c

(Beachte, dassC entgegengesetzt zin und g durchlaufen wird, daher das negative Vorzeichen!)

Analog erhalt man ZZ Z

@Q
——dx dy = d
By @X X CQ Y

und schlie lich durch Addieren die geweinschte Aussage.

14



Folgerung. Seiv = P ein stetig di erenzierbares Vektorfeld in einem einfach zisam-

Q

menhangenden GebietG. Dann sind Kurvenintegrale eber ¥ genau dann wegunabkngig,
wenn die Integrabilitatsbedingung (IB)

@Q_@P
@x @y

erfullt ist.

Beweis. .=) \: Sei (IB) erf ullt. Sei nun C eine beliebige geschlossene Kurve, die einen
Bereich B G einschliet, also C = Rd B. Dann gilt aufgrund des Satzes von Green-
Riemann | ZZ @ @P

P dx+ Qdy-= @Q @F dx dy =0:
c B 1@%, @y
=0 wegen (IB)

Somit ist das Kurvenintegral wegunabhangig.

+( 2\: Sei nun umgekehrt ¥ wegunabhangig. Betrachte einen Punktx 2 G und eine
"-UmgebungB- (%) G um %. Da ¥ wegunabhangig ist, ist das Kurvenintegral entlang
C =Rd B-(%) |

P dx+ Qdy=0:
c

Dies ist It. Satz von Green-Riemann gleich dem Bereichsintgral eber B- (%), welches

far "1 0 gegeng; @ystrebt. Das muss aber 0 sein, also folg%(— Oy (1B).

Bemerkung. Fur nicht einfach zusammenlangende GebieteG (also Gebiete mit,,Lechern\)

gilt die Aussage nicht. Eine geschlossene Kurve il kann dann einen Bereich einschlie en,
der nicht vollstandig in G liegt, sodass der Satz von Green-Riemann nicht angewendetarden
kann.

Folgerung. Ein wegunabhangiges Vektorfeldv = P besitzt ein Potential.

Q
Beweis. Sei (Xg;Yo) fest. Betrachte die Funktion u mit
Z (xy)
u(x;y) = P dx+ Q dy:
(X0:Y0)

Da v~ wegunabhangig ist, kann das Integral entlang des, achsenparallelen\ Wegs berechnet
werden und es ergibt sich

@u

= = P’

@x

@u

ay ?

Also ist u Potential von .

15



1.2.4. Wegunabhaeangigkeit bei Gradientenfeldern

Satz 1.2. Im Fall eines Gradientenfeldes (= Feld mit Potential) liegt Wegunabhangigkeit
Vor.

_ _ Qu X (t) .
Beweis. Im R?istv=gradu= @ . Fur C: x(t) = ito t tyist
z Z,,
@u @u
vdx= —xdt + —ydt:
C to @X_ @

Wegen der Kettenregel
du(x(t); y(t))

dt

folgt daher 7 7

= UxX + Uyy

t1
ydx= @ = u(Po) u(Pq):
c t, dt
Das Kurvenintegral reduziert sich also in diesem Fall auf dé reine Potentialdi erenz . Die
physikalische Arbeit im Gradientenfeld ist also gleich derPotentialdi erenz von End- und
Anfangspunkt. Fallen End- und Anfangspunkt zusammen, ist blglich das Kurvenintegral
(Ringintegral) gleich 0.

1.2.5. Bestimmung des Potentials

Ist ein Feld gegeben und das zugeairige Potential | falls existent | gesucht, so f whrt dies

auf eine exakte DGL. Fir v = P muss bekanntlich im Fall eines Gradientenfelde%)‘jz P

Q
und %;‘,z Q gelten. Folglich ist u eine Stammfunktion des Di erentials P dx+ Qdy (vgl. dazu
die exakte DGL). Wie bei der exakten DGL ist auch hier die Integrabilit atsbedingung (IB)
Voraussetzung #r die Existenz eines Potentials:

@Q_ @P

@x @y
Beispiel 1.8. Fur obiges Feld mit v = § ist die IB wegen Py = Qx = O erfullt. Durch

Integration nach x erhalt man aus der Ableitung nach x

2
93y uan =S+ )

@x
Nun di erenziert man nach y und erhalt
@u y?
= = = = + K:
Gy W=Q=y) m=3

Das Potential ist somit bis auf eine additive Konstante besimmt und lautet
2 2
X y
ux;y)= —+ —+ Kt
(xy) > 5

Die Aquipotentiallinien (Linien konstanten Potentials) sind in diesem Fall konzentrische Krei-
se.
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Dass ein Kurvenintegral bei diesem Feld, wie zu erwarten istebenfallswegunablngig ist,
lasst sich einfach durch Integrationeber eine Aquipotentiallinie zeigen:

Beispiel 1.9.
Z

W = xdx + ydy:
c

Die Gleichung der Kurve C ist die eines Kreises, also eineAquipotentiallinie des Feldes mit
C : x?+ y? = R? Diese Gleichung muss allerding, um eine Integration zu ermyglichen, in
eine Parameterform gebracht werden. Dieabliche Parameterdarstellung eines Kreises ist

=R t
C: X C_OS : 0 t< 2:
y = Rsint

Damit wird dx = Rsintdt und dy = R costdt. Durch Einsetzen in das Integral ertalt man

z z,
W= xdx+ydy= f R? cost sint{+ R? cost sint? dt=0:
c 0 z
=0
Beispiel 1.10. Das Feldv = xy besitzt kein Potential, was durch Berechnung desselben
Integrals leicht gezeigt werden kann. Au erdem ist die IB mit %3 =16 = %5 nicht

erfullt. f ur den Wert des Ringintegrals gilt
I zZ,
( ydx+ xdy) = R? fsin2t+coszt; dt=2 R 2%
0 {z

=1

X2+ y2= R2

Dieser Wert entspricht genau der doppelten Fache der eingeschlossenen Kreisscheibe. Diese
Erkenntnis folgt aus der bekanntenLeibniz 'schen Sektorformet

(xdy ydx)= X dx
B

1
FI(B) = =
(B) 2 g y dy

NI
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2. Komplexe Funktionentheorie

2.1. Grundbegrie wber Funktionen im Komplexen

2.1.1. Einfuhrung

Beispiel 2.1. Geht man von einem ebenen Vektorfeld aus, beispielsweisemesradientenfeld

1
¥ =gradlIn - =

<Y

(logarithmisches Potential), so ist unter Zuhilfenahme de Gauss'schen ZahlenebeneC =
R%2=fx+iy;x;y 2 Rg;i?= 1 eine Interpretation als komplexe Funktion meglich. Der Vek-
tor ¥ kann als komplexe Zahl aufgefasst werden (dies giltir jeden Vektor im R?).

Es gelten dieublichen Rechenregeln (wie im Reellen), die De nition desBetrags muss aller-
dings auf p
r=jz= X2+ y?

erweitert werden.

Beispiel 2.2. Fasst man nun obiges Feld als komplexe Funktion auf, so esiit man mit

z 1

we X ils )= e
N L e L 2z 2z

das folgende Ergebnis: Obiges Feld wird durch die komplexeunktion w(z) = % beschrieben.

De nition 2.1. Eine eindeutige Zuordnung, die der unablangigen Variablen eine abmngige
Variabe w = w(z) zuordnet, heit komplexe Funktion Eine Deutung als ebenes Vektorfeld ist
meglich. Dabei istu = <w und v = =w. Damit wird

u(x;y)

W(Z) — U(X;Y) + iv (X;y) = V(x;y)

Die De nitionsmenge fur eine komplexe Funktion ist ein Teilgebiet oder ganzC.

De nition 2.2. Ein Gebiet ist eine 0 ene und zusammenlngende Punktmenge, d.h. der
Rand gebhort nicht zum Gebiet.

Beispiel 2.3. Im Beispiel ist die De nitionsmenge D = C nf0g, da die Division durch Null
auch im Komplexen nicht de niert ist.
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2.1.2. Beispiele von Funktionen

Ein wichtiger Typ von Funktionen sind auch im Komplexen die Polynome:
W(z)= ag+ ayz+ +a, 12" 1+ a,z"

Der De nitionsbereich fur Polynome ist D = C. Au erdem gilt nach dem Fundamentalsatz
der Algebra, dass jedes Polynom-ten Grades in C n Nullstellen besitzt.

Beispiel 2.4. Eine weitere Klasse von Funktionen bilden dierationalen Funktionen, die durch
Division von Polynomen P und Q entstehen:

_ P@)
R@= 5w

Der De nitionsbereich ist hier eingeschmnkt. Da nicht durch Null dividiert werden darf,
meissen die Nullstellen des Nennerpolynoms vom De nitionsbich ausgeschlossen werden.

2.1.3. Stetigkeit und Di erenzierbarkeit
De nition 2.3. Eine Funktion w = f (z) heit stetig in zg, falls fur alle Punktfolgen hz,i
r]I!i{n Zn = 2Zp) r]I!ilrn f(zy) = f(20)

gilt, d.h. der Feldvektor macht keine sprunghaften Anderungen. Eine Funktion w = f (z) hei t
stetig im Gebiet G, falls w in jedem Punkt zp 2 G stetig ist.

Satz 2.1 (Stetigkeitssatz). Die Stetigkeitseigenschaften bleiben bei Summen, Di ereren,
Produkten und Quotienten (au er bei den Nullstellen des Nemers) erhalten.

Folgerung. Polynome rationaler Funktionen sind im gesamten De nitionsbereich stetig.

De nition 2.4. Eine komplexe Funktionw = f (z) heitin zy di erenzierbar , falls der Grenz-

wert
f(z) f(z0)
z

f z0) = lim =

(Limes des Di erenzenquotienten) existiert. Als Bezeichrungsweise sei in diesem Fall z&dz-
lich die bereits bekannte

o
f Yzo) = E(ZO)
eingetkihrt.

Bemerkung. Alle Rechenregeln &r das Dierenzieren (Summen-, Produkt- und Ketten-
regel) im Reellen gelten auch éir komplexe Funktionen. Ein Beweis soll hier nicht gesihrt
werden, er erfolgt jedenfalls analog zum Reellen.

Beispiel 2.5.

(22+z 1)°=2z+1:
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2.1.4. Potenzreihen im Komplexen

Analog zum Reellen kann man auch im Komplexen Funktionen in Btenzreihen (PR) entwi-
ckeln:

f(2)= an(z zo)"=ap+ a(z z0)+ Az z0)°+
n=0

Dabei ist zg der Entwicklungspunkt, a, sind die Koe zienten der Potenzreihe. Au erdem gilt
der

Satz 2.2. Potenzreihen sindkonvergentinnerhalb des Konvergenzkreises mit dem Radius
1 _ 1 .

R = =
limpy 22 limsupy, " jan]

2.1.5. Hauptsatz uber Potenzreihen
Satz 2.3. Innerhalb des Konvergenzkreises kann gliedweise addiermultipliziert und di e-
renziert werden. Der Konvergenzradius bleibt dabei erhalen.

Folgerung. Da man aus einer PR durch Dierenzieren wieder eine PR erhlt, folgt, dass
eine PR unendlich oft di erenzierbar ist.

Bemerkung. Im Reellen gibt es Funktionen, die unendlich oft di erenzierbar sind, aber nicht
in eine konvergente PR entwickelt werden lennen. Eine solche Funktion ist z.B. die bereits
bekannte Funktion (

f(x)=

1

e x2 x60;
0 Xx=0:

Entwickelt man diese Funktion im Punkt 0 in eine Taylor -Reihe mit a, = =222 5o folgt
aus f (M(0) = 0 eine PR, die identisch gleich Null ist. Da die Funktion selbst aber nur im
Punkt 0 gleich O ist, kann sie nicht in eine PR entwickelt werden. Im Komplexen ist diese

Funktion nicht di erenzierbar (siehe sp ater).

De nition 2.5. Eine Funktion, die in einem Punkt zq in eine konvergente Potenzreihe entwi-
ckelt werden kann, heit analytisch (regular) in zg. Die Funktion heit analytisch im gesamten
De nitionsbereich, wenn sie in jedem Punkt analytisch ist.

Beispiel 2.6. Betrachte

z+z2 z3 zn R

—+ — + + —:
2t 3! n! n!
n=0

Der Konvergenzradius istR = lim n; . = 1 . Die Exponentialfunktion ist also analy-

tisch im gesamten De nitionsbereich, da die PR in ganzC konvergent ist.
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Beispiel 2.7. Betrachte

1
T =1+ z+ 7%+ = z":
1 z

n=0

Der Konvergenzradius ist hier, wie bereits bekannt,R = 1. Innerhalb des Einheitskreises um

den Nullpunkt liegt also Konvergenz vor. Au erdem ist die gegebene Funktion sehr wohl in
jedem Punkt zg 6 1 analytisch, wie leicht gezeigt werden kann:

(o= L - 1 1 1
1z (1 2) (z z2) 1 21 % ig

1 1 R o L X oz zo)"
1 1w 1z (1 2"

Letztere PR ist einfach eine Reihe mit den Koe zienten a, = ﬁ und dem Entwicklung-
punkt zg. Fer den Konvergenzradius gilt (nach den bekannten Rechenragin fer PR)

wj< 1) T2

<1,j z z2j<jl 2z:

Bemerkung. Wie aus diesem Beispiel ersichtlich ist, geht der Konvergerbereich jeweils bis
zu einer Singularitat der Funktion, also zu einer Stelle, wof nicht di erenzierbar ist.
2.1.6. Hauptsatz der komplexen Funktionentheorie

De nition 2.6. Eine im gesamten De nitionsgebiet G di erenzierbare Funktion heit holo-
morph.

Satz 2.4 (Hauptsatz der komplexen Funktionentheorie). Jede holomorphe Funktion
ist im gesamten De nitionsgebiet analytisch.

Folgerung. Eine holomorphe Funktion ist unendlich oft di erenzierbar .

Folgerung. Die Funktion
1
f(z)=e x2

ist nicht holomorph, da sie an der Stellezg = 0 nicht di erenzierbar ist.

2.1.7. ldentit atssatz fur holomorphe Funktionen

Satz 2.5. Sind zwei holomorphe Funktionenf (x) und g(x) gleich auf einem Kurvenstick,
dann sind sie identisch im gesamten De nitionsgebiet.

Folgerung. Ist eine holomorphe Funktion entlang der reellen Achse fegjelegt, so ist die
gesamte Funktion im Komplexen de niert.
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Beweis. Seienf (z) und g(z) holomorph. Dann sind sie analytisch im Punkt zg 2 G (Kurve)
und es gilt

®
f(z)= an(z 2zo)"

n=0

bzw. 2
o(z) = h(z zo)":

n=0

Damit folgt aus f (zg) = g(zp) die Gleichheit der konstanten Koe zienten:
z:=2y) ap= o

Nun bildet man die Di erenz der PR

b3
f(z) 9= (an )z 2z)"

n=0

und dividiert unter der Voraussetzung z 6 zg durch (z  zg). Man erhalt

(2 9@ _
Z Zp

(a1 b)+(a )z zo)+(as b)(z 2z0)?+

und bei Einfahrung des Grenalbergangsz ! tg

f(z) 9(2)
Z Zp

lim
z! zo

=0=(ar b)+0:

Beim Grenzebergang verschwinden alle Glieder mit ¢ zp). Der Limes selbst ist wegen
822G:f(2)= 9(2)

gleich Null. Damit folgt aber direkt
ar b=0) ap=h

Fur alle weiteren Koe zienten wiederholt man den Vorgang sukzessive und erlalt schlie lich

f(2) 93):

2.2. Cauchy-Riemann 'sche Di erentialgleichungen und
harmonische Funktionen
2.2.1. Cauchy-Riemann 'sche Di erentialgleichungen

Geht man wieder wber die ebenen Vektorfelder vor, sodsst sich eine komplexe Funktion
darstellen als

f(z) = u(xy)+ iv(xy):
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Die Ableitung ist dann nach gewohnter De nition

f(@) f(z) _ ., UY) ulxoiyo)l ([v(xy) V(Xo:Yo)l.
z 2o 2! 20 (X Xo)+i(y VYo) '
Dabei ist allerdings zu beachten, dass der Limes hier eingeliebigeAnnaherung an den Punkt

Zo bedeutet. Die horizontale bzw. vertikale Annaherung sind nur spezielle lle. Rechnet man
diese Speziakille durch, so ertalt man fur die horizontale Annaherung mit y = yg = const.

f qzo) = Izi!mZO

[U(X;yo) U(xo;Yo)l + i[v(X;y0)  V(Xo;Yo)]
X Xo

f Yz0) = fim = Ux(Xo;Yo) + iVx(Xo;Yo);

also die partielle Ableitung nach x und fur die vertikale Anna&herung mit x = Xg = const.

[u(Xo;y) u(Xo;Yo)l + i[v(Xo;y)  V(Xo;Yo)l
Y Yo

Da die beiden Formeln bei Existenz der Ableitung denselben \&ft ergeben nussen, erhalt
man damit die Cauchy-Riemann 'schen Di erentialgleichungen:

f §zo) = lim = Vy(Xo;Yo) iUy(Xo;Yo):

Ux (X Y) = Vy(XY);
V(X Y) = Uy(Xy):

Anders formuliert: Eine im Komplexen di erenzierbare Funktion erfullt immer die Gleichun-
gen

@u_ @v
@x @y
@v_ @u
@x @y

Au erdem gilt auch die Umkehrung.

Satz 2.6. Eine Funktion w = f (z2) = u(x;y) + iv(x;y) ist in einem Gebiet G genau dann
holomorph, wennu und v im Reellen di erenzierbar sind und die Cauchy-Riemann 'schen
DGL gelten.

Beispiel 2.8. Gegeben sei die komplexe Funktiorf (z) = z?. Diese Funktion ist di erenzier-
bar, da sie im Reellen di erenzierbar ist und die Cauchy-Riemann 'schen DGL ergeben:

f(z)=2=(x+iy)>=(x* y)+i2xy)) u(xy)= x> y%v(xy)=2xy

Qu_, . @u_ . @v_, . @v_ e =
X '@y_ 2y, —— =2y, — =2X) Ux=Vy,Vx = Uy

2X " @x @y

Bemerkung. Bei f(z) = e @ 12° sind die Cauchy-Riemann 'schen DGL nicht erfellt.
Daher ist diese Funktion nicht holomorph.

23



2.2.2. Interpretation von komplexen Funktionen

Jede komplexe Funktion kann als Koordinatentransformation der z-Ebene auf diew-Ebene
interpretiert werden. Aus der Mathematik |  wissen wir, dass sich in jedem regaren Punkt
zwei Koordinatenlinien schneiden. In solchen Punkten ist @ Transformation eindeutig und
daher die Funktionaldeterminante ungleich Null:

Quiv) ¢ .

ax;y)
Im obigen Fall ergibt sich: Die durch die holomorphe Funktion f = u+ iv de nierte Koordi-
natentransformation ist in Punkten umkehrbar eindeutig, wo f °6 0 ist:

Ux Uy

_ — 2 2 .
= Uy V. UyVy = V5 + U 0:

y " Yy
Daraus ergibt sich, dass die Funktionaldeterminante nur dan Null ist, wenn uy = uy =0

und damit
f0=0

ist.
Folgerung. Die durch eine holomorphe Funktion vermittelte Koordinate ntransformation ist
in allen Punkten f {z) 6 0 eindeutig umkehrbar.

Satz 2.7. Die durch die holomorphe Funktion w = f (z) vermittelte Koordinatentransforma-
tion ist fur f {zp) 6 0 in Umbegung von zg eindeutig umkehrbar und winkeltreu. Schneiden
sich zwei Kurven unter einem bestimmten Winkel in derxy-Ebene, so bleibt der Winkel bei
einer Koordinatentransformation erhalten.

Beweis. Die Tangentenvektoren an 2 Kurvenz; = zi(t) und z = zp(t) im Punkt pg =
Z1(t1) = z»(t2) sind gegeben durch

_ dZ]_ .
Vi = E(tl)’
_ d22 .
Vo = E(Q)'

Fehrt man nun eine Koordinatentransformation durch, so ergéden sich die Tangentenvektoren
an die transformierten Kurven als

wi= L @)= o) i)

Wy = () = (p0) 2 (t):

Da sich die Tangentenvektoren nach der Transformation durb Multiplikation mit der Kon-
stante g—z(po) 6 0 aus den urspringlichen Tangentenvektorenn ergeben, sind die Winkel zwi
schenvy und v, bezwiehungsweisev; und w, gleich.
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Wiederholung: Festlegung von komplexen Zahlen mittels Polarkoor dinaten

Neben der Darstellung alsz = x + iy kann eine komplexe Zahl (analog zur Darstel-

lung eines Punktes in einer Ebene) auch in Form von Polarkoatinaten dargestellt werden:
A
Im

Dabei gilt

und
<' =argz

Fer den Winkel zwischen zwei komplexen Zahlen gilt

z
1 (z1;22) = arg 22:
Z;

De nition 2.7. Umkehrbar eindeutige, winkeltreue Transformationen hei en konforme Ab-
bildungen

2.2.3. Harmonische Funktionen
Aus den Cauchy-Riemann 'schen DGL

Ux = Vy;
Uy = Vy

ergibt sich als Folgerung

U= Uxx + Uy = Vyx  Vyxy =0;
V= Ve + Vyy = Uxy + Uxy =0:

Bemerkung. Realteil und Imaginarteil einer holomorphen Funktion erfellen die Potential-
gleichung.

De nition 2.8. Eine Lesungu der Potentialgleichung heit harmonische Funktion oder Po-
tentialfunktion, also u=0.

Es gilt auch die Umkehrung:

Satz 2.8. Sind Realteil und Imaginarteil einer Funktion harmonisch, so ist die Funktion
holomorph. (Der Beweis erfolgt mit Hilfe des Stokes 'schen Integralsatzes.)
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Bemerkung. Der Imaginarteil einer holomorphen Funktion ist durch den Realteil bis auf
eine (rein imaginare) Konstante eindeutig bestimmt. Umgekehrt ist auch der Realteil durch
den Imaginarteil bis auf eine (reelle) Konstante eindeutig festgeleg

Beispiel 2.9. Gesucht sei der Imagimarteil der holomorphen Funktion f mit Realtell
u(x;y) = x> y%

Dazu preft man zuerst, ob die Funktion u harmonisch ist:
u=2 2=0:

Nun setzt man in die Cauchy-Riemannschen Di eretialgleichungen ein und ertalt
Ux =2X = Vy,;
Uy = 2y = Wy
Daraus kennen wir v(x;y) = 2xy + ¢ bestimmen. Fur die Funktion f gilt also
fx+iy)=(x* y?)+i@xy + o)

Bemerkung. Komplexe Funktionen kennen als komplexes Potential quellen- und wirbelfrei-
er ebener Felder interpretiert werden, #r die

ExY= g
divE =0
Qx = IDy

gilt. Man ordnet E(x;y) die komplexe Feldfunktion f(z) = f(x + iy) = P + iQ zu. Bei
den komplexen Funktionen treten an die Stelle der Integrabiit atsbedingung die Cauchy-
Riemann 'schen DGL:

f(2)
Px

Qx

P +iQ;
Qy;
Py:

De nition 2.9. Eine Stammfunktion F(z) von f (z) heit komplexes Potentialdes Feldes.
Bemerkung. Mit
F(z) = U(xy) + iV (Xy)

ergibt sich
f = FY2) = Ud(xiy) + iVi(Xy)

und weiter
U ="P U ="P

Ve = Q= Uy ) U =0Q
Der Realteil des komplexen Potentials ist also das reelle Rential des Feldes.
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2.2.4. Zusammenfassung

Ist f in einem Gebiet G di erenzierbar, so ist f holomorph in G.

Ist f in einem Gebiet G di erenzierbar, so ist f analytisch in G, d.h. in konvergente
Potenzreihen entwickelbar. Dabei muss der Konvergenzkreiaber als gesamtes im Gebiet

G liegen.
Mit f = u+ iv und u = u(x;y), v = v(x;y) ergeben sich dieCauchy-Riemann 'schen
DGL
Uy = Vy;
Uy = Vy!
u und v sind genau dann harmonisch, wenn u= v =0 gilt.

Das ebene VektorfeldE = E(z) ist quellen- und wirbelfrei, wennf (z) = E(z) holomorph
ist.

2.3. Elementare Funktionen in C

2.3.1. Exponentialfunktion

Die Exponentialfunktion ist de niert als

R n 2 3
e = Z_:1+ E+Z_+Z_+
0n! 2t 3
n=

Sie ist holomorph, ihr Konvergenzradius istR = 1 .

2.3.2. Trigonometrische Funktionen

Die trigonometrischen Funktionen sind im Komplexen de niert als

Ffrez R g
coshz = =

2 =0 (2n)!

ez e Z )4 Z2n+1

sinhz= ——— = —

2 - (2n + 1)!

eiz + e iz )4 ZZn

cosz= ————— = (1" ;
2 =0 (2n)!
_ gz e iz X ] Z2n+1 .

Bemerkung. Es ergeben sich die gleichen Reihenentwicklungen wie im Rén, die Funk-
tionen stimmen also mit den eblichen De nitionen (im Reellen) wberein.

Satz 2.9 (Permanenzprinzip der elementaren Funktionen).
Alle ublichen Formeln aus dem Reellen bleiben auch i€ erhalten, es gelten alsduler 'sche
Formel, Additionstheoreme usw.

27



Beweis. Die Begrendung folgt aus dem ldentitatssatz, daR eine Teilmenge vonC ist.
Beispiel 2.10. Berechnee? = e*V . Es gilt
e =cos +isin:
Aus den Rechenregelndr Potenzen ergibt sich
ety = & &Y = e(cosy + i siny):

Folgerung. Da die Winkelfunktionen periodisch mit Periode 2 sind, heit das, dass auch
die Exponentialfunktion periodisch ist, weil

22kl =
gilt.
2.3.3. Nullstellen der Exponentialfunktion
Aus € = 0 folgt

g‘cosy = 0;
e siny =0;

was aber nicht gleichzeitig eréllt sein kann. Die Exponentialfunktion besitzt also auch im
Komplexen keine Nullstelle.

2.3.4. Nullstellen der trigonometrischen Funktionen
Die Ermittlung erfolgt auch hier wie im Reellen:
sinz=0, e€2=e?, 2=1) e¥=1) w=2ki;

somit
z=k:k 2 N:

Analog ergibt sich fur die Nullstellen des Cosinus

zZ= E(2k+1);k2N:

Bemerkung. Man beobachte, dass im Komplexen

coshiz = cosz;
sinhiz =sin z

gilt.
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2.3.5. Weitere trigonometrische Funktionen

Fur die Tangensfunktionen gelten die im Reelleneblichen De nitionen

sinz
tanz= —;
coSsz
C0Sz
cotz= ——;
sinz
sinhz
tanh z = :
coshz
coshz
cothz = — :
sinhz

De nition 2.10. Das Holomorphiegebietist der gre te m egliche De nitionsbereich, in dem
eine Funktion f (z) holomorph ist.

Im Fall der obigen Funktionen ist das Holomorphiegebiet gaz C ohne die Nullstellen des
Nenners, beim Tangens also

3 3

z2C;zZz :::; 5 ??E;:::

Fur den hyperbolischen Tangens ergibt sich als Einsclenkung fer das Holomorphiegebiet die
Bedingung costez = 0, die im Reellen nicht erfullbar ist. Im Komplexen dagegen gilt
coshz = cosh( z) =cosiz:

Die Nullstellen des Cosinus aber sind

iz=02k+1) =;

iz =( ) >
somit

= i(2k+1) =

z= i( )5

Die Nullstellen des hyperbolischen Cosinus liegen also adfer imaginaren Achse.

Bemerkung. Der hyperbolische Cosinus ist periodisch entlang der imagiaren Achse.

Die Ermittlung des Holomorphiegebiets fr die Cotangens-Funktionen erfolgt analog durch
Ermittlung der Nullstellen der entsprechenden Sinusfunkifonen.

2.3.6. Komplexer Logarithmus

Der Logarithmus stellt die Umkehrfunktion zur Exponential funktion dar. Da wir aber wissen,
dass die Exponentialfunktion in C periodisch ist, existiert keine eindeutige Umkehrung im
ganzen De nitionsgebiet.

Um hier eine Lesung zu nden, zieht man die Polardarstellung einer kompleen Zahl zu
Hilfe: _

z=re" =r(cos' +isin')
mit
r=jzj,

=arg z:
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Nun sei alsHauptwert des Argumentsder Wert

< Argz=

festgelegt, d.h.
argz=Arg z+2k:
Dies fuhrt (f ur r 6 0) zu folgender

De nition 2.11.

logz=Inr+iargz=Inr+iArgz+2Kki; k2Z:

Bemerkung. Der Logarithmus ist im Komplexen eine mehrdeutige Funktion fer beliebige
ganzzahligek. Fur jedes k gibt es einen Wert (Zweig) des Logarithmus. AlsHauptwert des
Logarithmus bezeichnet man den Wert

Logz=Inr +Arg z:

Beispiel 2.11.
Log( 2)=In2+ i
Log( D)=Inl+i =i
i = + j—= =
Logi=Inl+ i > i >
Es gelten dieublichen Rechenregeln, z.B.
logz; +log z; = Ipilen_r? + l(arg 21{; arg 22} =log(z127)

In(rarz) arg (z122)

Diese Formel stimmt aber nicht fur Hauptwerte im allgemeinen!

Beispiel 2.12.

Log( 1)+Log( 1)=2i;
Log(( 1) ( 1)=In1=0:

Bemerkung. Fur positive reelle Zahlen wird logz = In z, fer z = 0 ist der Logarithmus auch
im Komplexen nicht de niert.

Etwas eigenartiger ist das Holomorphiegebiet des Logaritmus gestaltet. Da Argz unstetig
entlang der negativen reellen Achse ist, ist hier auch der Lgarithmus nicht holomorph. Als
Holomorphiegebiet ergibt sich daher diegeschlitzte Ebengdas komplexe Gebiet ausgenommen
0 und die negative reelle Achse:

C=CnRy:
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Die Uberprefung der Holomorphie kann durch dieCauchy-Riemann 'schen DGL erfolgen:

P
Logz = IP >{2+ y2+ i arctan Y.
— |z
u(x;y) v (cy)

Die angegebenen Funktionen sind au er im Nullpunkt unendlich oft di erenzierbar.

Eine Interpretation kann wber das logarithmische Potential gegeben werden. Stellt @
sich im Punkt zo = 0 eine punktfermige Ladung vor, so erlalt man mit der Feldfunktion
f(z) = % ein komplexes Potential mit F°= f .

Bemerkung. Logz ist Stammfunktion von % in C.

Beweis. SeiF(z) = Log( z).

FA2) = uxc + vy = ey ey T xry

X Ly 1 1
=

Wir erhalten also das komplexe Potential F(z) = Logz = (Inr + i Arg z), die Aquipo-
tentiallinien ergeben sich als konzentrische Kreise um demullpunkt aus In r = const:, die
Feldlinien als Strahlen von 0 ausgehend aus Arg = const..

Bemerkung. Es gilt auch allgemein, dass siclAquipotenziallinien und Feldlinien in Wirbel-
freien Feldern immer unter einem Winkel von 90 schneiden.

Bemerkung. Da Arg z = arctan % nur im 1. und 4. Quadranten gilt, muss man im 2. und
3. Quadranten von einer vemnderten De nition ausgehen:

Arg z = arctan %

2.3.7. Potenzfunktionen
De nition 2.12. Die allgemeine -Potenz ist im Komplexen als

7 = g o9z

de niert

Diese De nition stellt an sich keine Neuigkeit dar, muss abe weiter untersucht werden: Man
stellt fest, dass die Potenz keine eindeutige Funktion istda der Logarithmus im Komplexen
nicht eindeutig ist. Man de niert daher auch hier einen Hauptwert:

De nition 2.13.
z = e 092z

Wie gewohnt bleiben auch dieelblichen Rechenregeln erhalten, wie z.B. beim Di erenzieen:

d
—z =€

log z 1— 1
dz z

=7z —=17
V4
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Potenziert man mit einer ganzen Zahl, so erllt man wie gewohnt ein eindeutiges Ergebnis:
zZm = M logz — em(Iogjzj+i' +2ki) = em(logjzj+i' ) FZk{l n:ﬁ}
—{z_}-
=18m2Z

Ahnliche Uberlegungen lassen sich in Hinsicht auf die Berechnung vowurzeln anstellen. Die
Quadratwurzel ergibt sich aus

— 1 1 1 ; 1 ; 1 ;
pZ: 77 = eéIogz — ei(Iogz+2k| ) = eEIogz+k| — eiIogz ek|

Der Faktor €' kann zwei verschiedene Werte anehmen,emlich +1 und 1. Man erhalt also
zwei Lesungen, die sich durch ihr Vorzeichen unterscheiden. & die m-te Wurzel ergeben sich
dazu analogm verschiedene Werte:

P

2ki

— 1 1
Z=2zm = emn 992 gn

Der entsprechende Hauptwert ergibt sich ausk = 0.

Bemerkung. Fur die Hauptwerte ist das Holomorphiegebiet wiederC.

2.3.8. Arcus- und Areafunktionen
Arcuscosinus

Aus der De nition des Cosinus uber die Exponentialfunktion w = cosz = W kann die
Umkehrfunktion berechnet werden:

e =w w2 1

_ p
iz=log w w2 1

i p
z= ilog w w2 1 :

Damit ist p
arccosw = ilog w w2 1

Es handelt sich wieder um eine mehrdeutige Funktion. Der Haptwert ist

p
Arccosw = i Log w w2 1

Arcussinus

Die Ermittlung der Umkehrfunktion des Sinus w = sin z = &2 " erfolgt analog, man ertelt

. . : p
arcsinw = ilog iw w2 +1
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Der Hauptwert ist hier D
Arcsinw= i Log iw w2 +1

Arcustangens, Arcuscotangens

Die zusammengesetzten Funktionen &nnen analog zu oben berechnet werden.

Areasinushyperbolicus

Wie bei den Arcusfunktionen erhalt man aus sinhz = 2" mit der Substitution € = u

eine quadratische Gleichung, deren khsung die Umkehrfunktion ergibt:

p
arsinhw =log w w2 +1

Der Hauptwert ist D
Arsinhw=Log w w2 +1

Der Holomorphiebereich ergibt sich aus folgendeUberlegungen: Wegen der Rckfehrung auf
den Logarithmus darf w2 + 1 nicht negativ sein, also

Damit wird
2 _

we= 1 r=) w=si=) 1<s< 1
Es sind also jeweils die Halbgeraden entlang der imagaren Achse auszunehmen. Man et
eine doppeltgeschlitzte Ebene. Analogéberlegungen lennen fr die anderen Umkehrfunk-
tionen angestellt werden.

2.4. Komplexe Kurvenintegrale

Gegeben sei eine komplexe Funktiow = f (z) = u(x;y) + iv(X;y), sowie eine KurveC im
x(t)
y(t)
sei. Voraussetzung dadir, dass ein Kurvenintegral in diesem Fall wie im Reellen begchenbar
ist, ist, dass die Kurve stickweise stetig di erenzierbar ist. Dann gelten folgende @ nitionen:

Komplexen, die durch eine Parameterdarstellung = (t) = mit t gegeben

De nition 2.14.
dz = dx + idy;
dz=xdt+ iydt=(x+ iy) dt = zdt:

De nition 2.15. 7 7
f(z)dz= f(z) _(t)dt
C
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Daraus folgt in kartesischen Koordinaten
z z z z
f(z)dz= (u+iv)(dx+ idy) = udx vdy+i vdx+ udy:
c c c C

Es sind also zwei reelle Kurvenintegrale zu berechnen.

Beispiel 2.13. Gegeben sei die Funktionf (z) = z2, sowie die Kurve z(t) = (1 + i)t mit
0 t 1. Das Kurvenintegral berechnet sich daraus als
z z Z,

1 .
fdz= 20 dhdi=@+ )2 ea+id=@a+ iy & = &
c c 0 3 5 3

Bemerkung. Besteht die Kurve aus mehreren Siicken, so werden die Kurvenintegralesber
die Teilstucke einfach addiert.

Bemerkung. Obiges Kurvenintegral kann naterlich auch auf eine andere Art berechnet wer-
den, indem man die reellen Teilintegrale auswertet, und zwamit den Funktionen

u(xy) = x* y%
v(X;y) =2xy:
Das Kurvenintegral ist dann
Z Z z
f(z)dz= udx vdy+i vdx+ udy:
C C c

2.4.1. Rechenregeln

Es gelten die bekannten Rechenregeln.

Linearit at

Z Z z
[f(2)+ g(2)]dz= f(2)dz+ g(z)dz:
z z
af(z)dz=a f(z)dz:

Dreiecksungleichung

z z
f(z)dz if (2)jjdzj:

Mit p
jdzj = jdx+ idyj= dx2+ dy2= ds

(der De nition f ur das Bogenelemenj erhalt man ein reelles skalares Kurvenintegral
Z Z
if (2)jjdzj = jf (2)j ds:
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Daraus ergibt sich, dassér M max|f (2)]
z z

f(zydz M ds= M Lange von C

gilt.

Stammfunktion
SeiF eine Stammfunktion von f in einem Gebiet, das die Kurve

C:z=z(t); t
enthalt. Dann gilt
Z Z Z z q
f(z2)dz= FY2)dz= ro(z(@ z_(t; = gF@m)dt=F@E() FE):
C C —
= F ) g
Beispiel 2.14. In obigem Beispiel ergibt sich so mit
23
f@=2") F@=3
fur das Integral 7 _
) 2 @iy
z°dz= — = :
c 3, 3
Bemerkung. Wie bereits bekannt, gibt es #r die Funktion f(z) = z" zwei verschiedene
Stammfunktionen: ( n
F(2) = L furné 1,
Logz furn= 1
Folgerung. Falls f eine Stammfunktion in einem Gebiet besitzt, das die geschksene Kurve
C enthalt, dann ist [
f(z)dz=0:

C

Daraus ergibt sich, dass bei obiger Funktion éir n 6 1 das Ringintegral

1, da fur den Logarithmus der Nullpunkt aus dem Holomorphie-

ergibt, nicht aber fur n =

gebiet ausgenommen ist. Das Ringintegral ergibt hier
| Z o Z

dz 2 Rielt dt 2 .

— = — = idt =21

Relt 0

c Z 0
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2.4.2. Integralsatz von Cauchy

Satz 2.10. Seif (z) holomorph in einem einfach zusammenklngenden Gebiet und selC eine
geschlossene Kurve im Gebiet. Dann gilt
I

f(z)dz=0:
C

Beweis. Ein Beweis ergibt sich sofort aus den reellen Integralen (she Gleichung 2.4), in-
dem man die Cauchy-Riemann 'schen DGL als Integrabilitatsbedingung bemtzt und den
Stokes 'schen Integralsatz anwendet.

Bei Ringgebieten mit demau eren Rand C1 und dem inneren RandC, verandert sich diese
Formel zu | |

f(z)dz = f(z) dz:
Cq Co

Um dies einzusehen, berechnet man einfach zwei getrennte ijintegrale nach folgender Auf-
teilung:

o/

Da es sich bei beiden Kurven um geschlossene Kurven handeditgeben beide Ringintegrale
I I

f(z)dz= f(z)dz=0:
Ca Cg
Addiert man nun beide Ringintegrale, so erlalt man nichts Anderes als die Summe der beiden
Ringintegrale von au erem und innerem Rand, da sich die Sticke, die das Gebiet durchqueren,
aufgrund ihrer entgegengesetzten Orientierung aufhebergr ergibt sich die obige Formel.

Als weitere Folgerung ergibt sich dieCauchy 'sche Integralformel (CIF):

Satz 2.11. Seif holomorph in einem einfach zusammenéingenden GebietG und zy ein
Punkt aus G. Dann gilt fur eine Kurve in G, die zg einmal umrundet:

I
f@)= o &

- dz:
21 cz 1729

Beweis. Der Wert dieses Integrals ist vonC unabhangig, solangezy im Inneren von C liegt.
Daher gilt

I I I
(@ ,,. (@, (@ (@, @,
cZ 2o Cs Z Zp | Cs Z_ 7y Zp

iz } o1&t

=11 =15
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Das zweite Ringintegral ist sehr einfach zu berechnen:
I I
92z mEwig) dWW =2if (20):

Co 2o Co

I2 = f(z0)

Nun ist noch zu zeigen, das$; gegen Null geht. Dies gelingt mit Hilfe der Tatsache, dass de
Di erenzenquotient fer z!  zg bei holomorphen Funktionen gegen den Di erentialquotienten
geht und daher beschankt ist. Aus der Dreiecksungleichung ergibt sich daher

f(z) f(z0)
Z 2y

M

und weiter
jlij M LangevonCo=M 2"

Dieser Wert geht aber #ir " ! 0 ebenfalls gegen Null.

Folgerung. Ein wirbel- und quellenfreies ebenes Feld in einem einfachusammentangenden
Gebiet ist eindeutig durch die Vorgabe entlang einer Randkuve C bestimmt, und zwar als
+Integralmittelwert\.

Folgerung. Durch Di erenzieren unter dem Integralzeichen erhalt man auch die Ableitun-
gen:

1!t

f(z0) = FI z ZOdZ;

£ 9z0) = ziil %dz;

fo?zo)= Ziil %dz;

f °%z) = ? %dz;
und allgemein o N ' f(2)

A T e

Bemerkung. Daraus resultiert eine Methode zum Berechnen von Integrale, die ansonsten
mittels Parametrisierung berechnet werden nussten, was in der Regel sehr arbeitsaufwendig
ist.

2.5. Residuenkalkul

Beispiel 2.15. Es soll das reelle Integral
Z,

| = coP x dx
0
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mit p 2 N berechnet werden. Dazu verwandelt man den Cosinus in seinedhition wuber die

eX + g iX

Exponentialfunktion cosx = > und substituiert z:= X mit0 x 2 , man erhalt
z 2p |
1 1 i 1 2 dz
R AR R L R S
H : H : :
Wegen z"dz=0furn 6 1 fallen alle Integrale bis auf izi=1 dz—z =2 i weg, das Gesamtin-
tegral ist daher
| 2p
i 2p dz_ p _ (2p)

22p p z T op 1 T (p)222p 1

2.5.1. Laurent -Entwicklung und Residuum

De nition 2.16. Ist f in einem GebietG bis auf zg holomorph, so ksst sich die Funktion f
in einer eindeutig bestimmten Laurent -Entwicklung
3
f(z)= a(z  z0)
k=1
darstellen. Dabei ist Z
1 f(z)dz

&= =
T2 (z zp)k*

Die Laurent -Reihe reduziert sich auf eine Potenzreihe, fallay = O fer alle k < 0. In diesem
Fall existiert an der Stelle zy eine hebbareLecke, die Funktion f ist auf ganz G holomorph.

Existiert dagegen eina , 6 Omit a , 1 = a n 2 = = 0, dann wird zg als Polstelle
bezeichnet.
Beispiel 2.16. Die Funktion
f(2) = 1 Lz 1 N z z
T z+1 1+2z2 z+1 2(z i) 2i(z+1)
besitzt an den Stellenz; = 1,z =i und zz3 = i je einen Polerster Ordnung.

De nition 2.17. Der Koe zient a ; wird als das Residuum bezeichnet.

Es kann berechnet werden, indem man eine Funktiorf mit einem Pol n-ter Ordnung mit
(z  zo)" multipliziert und anschlie end wiederholt di erenziert:

d" *[(z  20)"f (2)]

Resf = a 1= n 1) h i a7 1

Mit Hilfe des Residuums lassen sich einfach Integrale berbaoen. Man verwendet dazu
folgenden

Satz 2.12 (Residuensatz).
I
X
f(z)dz=2i n(C;z) Resf;z];

c 2

wobei n(C; z) die Anzahl der Windungen ist, die die Kurve um den Entwicklungspunkt z;
vollfehrt. Eber die Entwicklungspunkte z; wird summiert.
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Beispiel 2.17. Sei die Funktion

1
"= 71

gegeben. lhre Pole erlilt man aus z4+1 =0, d.h. z; = ¥ 7z, = &
Das Residuum ist

Resthizil=Im (2 20t @)= e w@m =)

Dies entspricht aber, wenn man den &hler der rationalen Funktion mit A(z) und den Nenner
mit B (z) bezeichnet, auch folgender Darstellung:

. A(2)
Resf;z1] = l'!mzl B(z) B(z) "
Z 71

Dieser Grenzwert kann mit Hilfe der Grenzwertstze und der Tatsache, dass es sich beishler
und Nenner um holomorphe Funktionen handelt, berechnet weden; er ist

A(z1) A(z1)
Resf ;z1] = = :
imy o 282 Blar)

Da Bqz,) aber nur fur Pole 1. Ordnung ungleich Null ist, gilt diese Beziehung imGegensatz
Zu obiger allgemeiner Darstellung nur #r Pole erster Ordnung:

A(z1)
Resf ; =
sk ;zi] Bqz,)
Beispiel 2.18 (Fortsetzung).
1 1 i
Resf ;z1] = — = —P=
4 ea! 4 2
Analog dazu ist
Resf ; z5] = = l|9—|
2 4 egTi 4 2

2.5.2. Berechnung von reellen Integralen

Beispiel 2.19. Sei das Integraleber die obige Funktion und einen Halbkreis mit RadiusR
in der komplexen Zahlenebene zu berechnen. Nach dem Residisatz gilt

I xR .
dz 21 Resf;z]=21i Z|92f|_2:19—_:

4 4 -
czt+l i=1 2

Dabei werden natirlich nur die Pole innerhalb der Kurve bereicksichtigt; in diesem Fall sind
es, wie oben angefhrt, zwei Steick.
Beispiel 2.20 (Normierung der Student -Verteilung). Gegeben sei die Funktion

1 1
(z2+3)2 %+l

f(2) = %

5.
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Aus dieser Funktion ergibt sich durch Normierung die bereis aus der Statistik bekannte
Student -Verteilung. Normierung bedeutet dabei, dass eine Dichtainktion entsteht, indem
pan die Funktion mit einem Faktor derart multipliziert, das s das uneigentlichen Integral

i f (z) dz = 1 ergibt. Dazu berechnet man dasuneigentliche reelle Integral

Z1 dx

L (2+3)2

Da es sich um ein Nennerpolynom 4. Grades handelt, muss es viBullstellen geben. Durch
Nullsetzen des Nenners eréilt man aber

P
z22+43=0) z15= 3i:
Es handelt sich also um Pole 2. Ordnung. Das Residuum muss dah mittels unbestimmten
Ansatzes bestimmt werden:
1 _ C .2 C

p_
@+3)2° (7 Pap @ Pa &z 8¢

Man multipliziert nun mit ( z P 3i)2 und erhalt

CPEETCetCulz TE)vCo A

Nun setzt man z = P 3i ein und erhalt
e L T
2= 3 3 12
Nun di erenziert man zur Bestimmung des Residuums den unbesmmten Ansatz einmal:

—92?:C1+2C0(z IO§,i)+
(z+  3i)3
Es wird wieder z = P 3i eingesetzt, und es ergibt sich das Residuum
g2 4 L
2 3)23 833 1273

1

Analog verfahrt man fer den zweiten Pol.

Bemerkung. Der unbestimmte Ansatz liefert schrittweise alle Koe zientenC ;,C j+1,:::,
C 1, also den Hauptteil der Funktion.

Beispiel 2.21. Gesucht sei das Integral
Z,

R(cosx; sinx) dx:
0

Dazu substituiert man

eix + e ix ] eix e ix
COSX = T;smx = —
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somit

idxe™ = dz=) dx = c.’—z;
iz
und berechnet das Integraleber den Residuensatz:
zZ, I
R(cosx; sinx) dx = f(z)dz=21i Resf ;z]:
0 jzj=1 j=1

2.5.3. Uneigentliche reelle Integrale

Wenn man ein Integral Z,

f (x) dx
1
berechnen will, so muss vorausgesetzt werden, da$s f (z)j gleichmaig gegen Null geht
fur z ' 1 . Dabei ist es unerheblich, in welche Richtung das Wachstum ggen Unendlich
durchgefuhrt wird, es muss fur jede beliebige Richtung gelten. Bei rationalen Funktioren ist
dies sichergestellt, wenn der Grad des Nenners um mindesterzwei gm® er als der Grad des
Zahlers ist.

Beispiel 2.22.

1

f(Z): W:

Die Gradbedingung ist, wie leicht nachgepeft werden kann, erfellt. Es wird nun eber einen
Halbkreis mit Radius R integriert. Man erh alt

I Z, Z
dz 1 i
= ——+ — tdt:
Cf(Z) dz L @92 L, REF3)2 Re" dt
I {z }
Ir
Nun gilt aber z
e R L
IR 0 R4 R3’

Dieser Ausdruck geht aber #@ir wachsendeR gegen Null. Somit kann das uneigentliche Integral
selbst nach dem Residuensatz berechnet werden. Innerhalted Halbkreises liegt nur einer der
beiden Pole, daher gilt

Z,

dx _ P _
. W—ZIResf, 3|]—Ep—§.

2.6. Fourier -Transformation

Wiederholung: Fourier -Reihen im Komplexen Sei f (x) eine 2 -periodische Funktion.
Dann ist
ao R n .n
f(x)= > + an cosTx + by, sin Tx

n=1
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mit
z

f (x)cosnTx dx;
z

f (x)sin nTx dx:

an

[l S

bn

Ersetz man nun Sinus und Cosinus durch ihre De nition als Exponentialfunktionen, so erhalt
man

X h i
f(x)= %+ % an €TX+e!T* b, dTX e!T* =
n=1
R
= @ + 1- (an Ibn)elL_X + } (an + |bn)e X =
2 2n=1 n=1
X ni
= cetr X

Die Koe zienten werden aus den bekannten Formeln berechnet

i a1nz = n 1 z n
= EZ f(x)cosTxdx |E f(x-)sm Txdx =
1°t h y . .n !
= — f(x) cos—x isin—x dx=
L 2L L L
1 n
= - fx)e t%dx
3 (xX)e T X
Damit gilt 7
1 N
Ch = o f(x)e ™ dx:

Fourier -Darstellung nicht-periodischer Funktionen  Eine beliebige Funktion kann als pe-
riodische Funktion mit unendlich gro em Periodeninterval | angesehen werden. &r ein gege-
benes Intervall zerlegt man dieses in ein Raster. Mit der Ablarzung u = - erhalt man eine
Hilfsfunktion Z,

1 .
CL(u)= =— f (x)e " dx:
2
Daraus ergibt sich far die Fourier -Koe zienten auf [ L;L]
Ch = ECL (Un):
Die Lange des Zerlegungsintervalls ist
= =(n+1)— n—= —:
Un = Un+1  Un =( )o "1
Nun kann eine Fourier -Reihe (auf [ L;L]) entwickelt werden:

f(x)= CL(up)€Yn* uy:
n=1
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Diese Summe konvergiertér L ! 1 gegen das Integral
Z,
c(u)= — f(x)e '™ dx
2

und man erhalt das Fourier ‘'sche Integral
Z,
f(x)= c(u)e"™ dx:
1

Satz 2.13. Seif (x) eine Funktionauf (1 ;1 ) und dort integriertbar. Dannist f darstellbar
als Z,

f(x)= c(u)e"™™ du
1

mit 1 Z,
c(u) = f(u) = > f (x)e ™ dx:
1

De nition 2.18. f'\(u) heit die Fourier -Transformierte von f . Schreibe

= Ff:

Es handelt sich dabei um eine lineare Transformation, d.h. g gilt

F(f+9)=Ff +Fg;
F(af)=aFf:

Bemerkung. Die Umkehrformel ergibt sich aus
Z 1
f(x)= f(ue™ dx=2 F(1)

1
fur eine reellwertige Funktion f . Eine Bezeichnungsweise ist auch

f(x)= F i}
Folgerung. Die Fourier -Transformation ist eine eindeutig umkehrbare Integral-Trans-
formation:

Fl=2F:
F Y(x)=2 F( x):

Beispiel 2.23. Die Dirichlet 'sche Sprungfunktionist de niert als

1 fur jxj< 1;

f(x)=
) 0 fur jxj> 1L
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Hier ist

1 40
cuy= f(uy= = e ™dx=
2
1 - _ €% el sinu
= —e = " = .
2iu 1 2iu u
Die Funktion ist also zZ,
— SINX iux .
f(x)= Te du:

1

Bemerkung. Das Fourier 'sche Integral an der Sprungstelle dieser Funktion hat den Vert
f (x+0)+ f (x _0)
—

Folgerung (f wr x = 0).

Z . Z
1 SNy = 1
u

1 1 u

sinu

=
|

du:

Dieses Integral ndet Anwendung in der Signalverarbeitung

Beispiel 2.24. Die Cauchy -Verteilung besitzt eine Dichtefunktion

1
T0= e
Durch eine Fourier -Transformation erhalt man die sogenannteCharakteristik der Verteilung:
Z 1 e iux

f\(u) = Zi dx:

1 1+ x2

Dies ist ein uneigentliches Integral vom Type™ f (x), dessen l®sung mit dem Residuensatz
gelingt. Die Voraussetzung ist erbllt, da die Funktion, mit der multipliziert wird, f wr wach-
sendex sicher gegen Null geht. Als losung ergibt sicheber eine Fallunterscheidung (4 < 0
und u 0) und daraus

f\(u) = %ej ui;

2.6.1. Anwendung auf Probleme bei partiellen Di erentialg leichungen
Man bestimme die Lesung des Dirichlet'schen Randwertproblems bei der Potemalgleichung
fur die Halbebeney > 0.
4U= Uy + Uy =0 1 <x< 1;y>0;
u(x; 0) = f(x) 1 <x< 1;
u beschankt fary!'1 ;
U;ux ! Ofur jxj!1
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Fourier -Transformation von u(x;y) bzgl. x:
z

l .
FLuoy)] = UGy) = 5 Cuey)et
]:

Fluxl=( i )?F[u 2U(;y)

F[uyy] = Uyy:

Daraus ergibt sich die Di erentialgleichung

mit der L esung
U(sy)=A()e’ +B()e :

Daufury!1l beschankt ist, muss auch U beschmnkt bleiben fur y ! 1

1. > 0:A() =0, d.h.
U(;y)=B()e ”:

2. < 0:B()=0,dh.
U(;y) = A()e”:

Somit gilt U(;0)=B( )fur > OundU(;0)= A() far < 0, also
U(iy)=U(;0el ¥ 2R

Mit
U(;0)= Flu(x;0)] = FI[f(x)]
folgt L Z, -
u(:y)= — f(t)e'tel VY dt:
2

Die inverse Transformation liefert schlie lich
Z, Z,

f (1) e it X1 xjy ¢ dt
1 1

f(t)
1 (U x)2+y2

u(x;y)

2.7. Laplace -Transformation

De nition 2.19. Fur eine geeignete Funktionf (t) ist die Laplace -Transformierte
de niert als Z,
Lff(t)g F(s):= f(t)e Stdt;s > 0
0

Dabei wird s als Transformationsvariable bezeichnet.
Voraussetzung Das uneigentliche Integral existiert!
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Z .
1 —oerit f(@) t>0
1 — st —
L fF(s)g——2i . F(s)e>ds 0 t<o0
c wird so gewahlt, dass in der komplexen Zahlenebene alle singaten Punkte des Integranden
links von der Geradenx = c liegen.

R— ©
Beispiel 2.25. f(t) = c
Z,
1 c c
Lf f (t)g = ceSldt=c — et = 20 1)= =:
0 s 0 s s
Beispiel 2.26. f(t) = t.
Z, Z,
1 1
Lf f (t)g = te Stz Lest’ 4l estgt= Lest = 1.
0 | Sz 9 S o 0
Beispiel 2.27. f(t)=t, > O.
Z, Z,
_ tpste 1 _( +1),
Lft g= tesdt—S+1 e d=-—7
0 0
Speziell r = n;n 2 N:
n!
Lft"g= —
Beispiel 2.28. f(t)= e, a2 R.
Lf f (t)g = etle Sidt = e A= = g A" = _= - g>q
0 0 S a 0 S a
Beispiel 2.29. f(t)=sin!t,! 2 R.
21 sinlt = u;u® = ! coslt
Lf f (t)g= F(s) = sinlte Stdt = . & va - 1o ot
0 Z - ! - s
in! 1 I 1
= sms.t e s 7 E coslte Stdt
0
coslt = uu® = Isinlt
e st = Oy = 1o st
! o Z : Loz
= -  Zcoslte © - sinlte S'dt = = 5 F(s);
S S o 2 s
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somit

!
=) F(s) = Lfsinlt g= 212

Beispiel 2.30. f(t)=cos!t,! 2 R.

s _ s
Lf cos!t g= !—Lf sinltg =) Lf cosltg= R
De nition 2.20. Eine Funktion f (t) ist von exponentieller Ordnungfar t ! 1 , falls eine
Konstante a > 0O existiert, sodass
e A ()

beschmnkt ist fur alle t> T , d.h.

if@®j M &HM> o
Schreibweisef (t) = O(e®) fur t 11

Beispiel 2.31. tX, sinbt, tke? cosbt, tke?! sinbt mit k, a, b2 R sind von exponentieller Ord-
nung.

Satz 2.14. Seif stuckweise stetig in [QT] fur T > 0 und seif von exponentieller Ordnung,
d.h.
f(t)= O(e®) furt!1

Dann existiert die Laplace -Transformierte von f (t) fur s> a.

Beweis.
Z 1 Z 1 Z 1 M
f (t)e Stdt m(zt je Stdt M ele Sldt= —— fur s>a
o 14z s a

0 0

Meat

Satz 2.15 (Eigenschaften der Laplace -Transformation).

Lf f (t)+ g(t)g= Lff(t)g+ Lfg(t)g;; 2R (2.1)
Lf f (t)g= F(s a) mit Lff(t)g= F(s) (2.2)
1_ s
Lf f (ct)g= EF c c>0 (2.3)
Mit der Heaviside -Funktion (
H(t b):= Lt b
0 t<b
gilt
LEH(t bf(t bg=e "F(s);b O (2.4)
Beweis. Zu (2.1) Die Integration ist linear.
Zu (2.2)
Z, Z,

Lf e®f (t)g = elf (t)e Stdt = f(t)e ¢ Adt= F(s a):
0 0

a7



Zu (2.3)
z, z

1
Lf f (ct)g= f(ct)e Stdt Subst: = ct dt= 1 = 1 f()e < d
0 c Co
= }F _
c
Zu (2.4)
Z 1 Z 1
LfFH({t b f(t bg= H(t bf(t be Stdt= 1f(t be Stdt
0 b .
= Subst:t b= dt=d = f()e SC+bg
Z, =0
=e®® f()e®d =e SF(s):
0
Beispiel 2.32. )
ty2. (2.2) : 2. _ <.
Lfe 't°g = EE mit Lft°g= t
Beispiel 2.33.
taintt o @2 ! , o= ! .
Lfe "sinlt g D2+ 12 mit Lfsinlt g 2 12
Beispiel 2.34.
mhig=L L& et @I g L o1 1 1 1
Lf3|nhtg—L2e e —2Le 2Le =55 1 2 s+l
1
21
Satz 2.16 (Di erentiation). f sei stetig, f Osteckweise stetig in [QT]; T > O:f (t) = O(eM)
fur t!'1 . Dann gilt
LffYt)g=s Lff(t)g f(0):
Beweis.
Z 1 Z 1
1
Lf f (t)g= f (t)e Stdt = L (t)e St + 1 fqt)e Stdt = L (0) + }Lffo(t)g
0 S 0 S o S S
f(t)= u;ul=fqt)
e St=\yOy= 1lg st
1 S -
Bemerkung.
LfFf Rt)g=L % fq) =s LFfqt)g fY0)=s (s Lff(t)g f(0) fY0)

s> Lff(t)g s f(0) fY0):
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Folgerung.

LFf"(t)g=s" Lff(t)g s" @ s" 2690) ::: " Y0):
Satz 2.17 (Integration). Ist F(s) die Laplace -Transformierte von f (t), so gilt
z t
L f()d = @:
0 S

Beweis. f(t)= O(e™).
Z t Z t Z t
f()d if ( )d M e? d Mredt:
0 ( ) 0 1-&5 0
Meat
- . . Ry L
also existiert die Laplace -Transformierte von f ( )d . Damit gilt
d z t Z t Z 0
Lff(t)g=1L o f()d =s1L f()d f()d :
0 0 |°—{§—}

Beispiel 2.35. Wir betrachten das Anfangswertproblem
y© 3y+2y=¢€"  y(0)=0; yY0)=0:
Sei' (t) eine Lesung des Problems mitLf ' (t)g= ( s). Dann gilt
L %G=s(s) s '0=5(s);
L' g=s(s) '(0)=s(s);

1
Lf elg= ——:
€9 s 3

Damit folgt aus der Di erentialgleichung

1
2 _ )
3 +2 = ——
() 3s(5)+2( 8=
daraus wiederum 1

(9= & 3s+2)(s 3

und somit

PBZ

I(t)lef(S)g—Ll 1 l+l 1 1t 2t+

s 1 s 225 3 2° €

NI

Damit haben wir folgende Schritte zur Lesung des AWP gemacht:

avp Algebr. Problem
#

(1) Lesung
L 1
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Beispiel 2.36. Man bestimme die allgemeine bsung vony%+ 4y = 0. Setze y(0) = A,
y%40) = B fur A, B 2 R. Dann ist

Lf' %% 4'g=s%(s) s (0) '%0)+4( s)=s?(s) sSA B+4( s)=0:

Daraus folgt

_ As+ B , _ ;. As B
(9= oig O=L" 32" 2+a
Es gilt
As S
1 - 1 -
L 242 = AL 24207 = Acos2
B B 2 B
1 b, 1 - B
S @ra T 28 ez T
somit

"(t)= Acos2 + B'sinZ; A;B2R:

De nition 2.21. Die Funktion 7
t

(f o)) := . f(t  )o()d
heit (endliche) Faltung der Funktionen f und g.
Es gelten folgendeRechengesetzder die Faltung:
1.f g=g f.
2.f (g hy=(f g) h.
3.f (g+h)=f g+f h.
Beispiel 2.37. f(t)=t, g(t) = t.
z t z t ) t 5 t3
fom= (¢ )d= ¢ H= 3 5 =%
6 f(t) g(t)=(f o)(t):
Satz 2.18 (Faltungssatz). Es gilt
Lff gg=Lffg Lfgg=F G mit F = Lffg,G= Lfgg;
L ¥F Gg=f ¢

Beweis.
Z, Z, Z, 2,
Lff gg= e St f(t )g( )d dt= e Stf(t )g( )d dt =
0 0 t=0 =
Z, 2, Z, 1
= e Stf(t )g( )dtd = a( ) e S (t )t d =
=0 t= =0 =
Subst: t =
d = d
Z, Z, Z, Z,
= a( ) es(*I)f()d d = o( )e °d f()e®d
=0 =0 =0 =0
= G(s) F(s)
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Beispiel 2.38. Betrachte das Anfangswertproblem
y® 3y%+2y=1f(t); y(0)=yY0)=0
mit
f(t)= O(e™) furt!1
Laplace-Transformieren der gesamten Gleichung ergibt
Lf' 0 30+2'g=Lffg;
s2  3s+2= F(s);

somit £(9)
S
()= s2 3s+2
und 1
' _ 1 — 1 — 1 .
(W=L f(s)g=L F(s) m =L “fF(s) G(s)a:

Bekannt ist L 1fF(s)g = f. Daraus folgt

1

PBZ _ .
D ¢ €79

L 1

d.h. Z, Z,
CM=(f g)= Of()@l(t ) = . fO)et ) e )d:
De nition 2.22. Zunachst de niert man fur "> 0,h 0,a2 R, a> 0, die Funktion

h fur jt a <™

t) =
p(t) 0O furjt a>"

Ihre Laplace -Transformierte lautet

z ! z ar’ h a+"
Lf p(t)g = e Stp(t)dt = e Sthat = —e St
0 a " S a "
= E e s(a+™") e s(a ") = Ee as (a s eS"
5 ¢ @
2sinhs"

2h .
—sinhs"e @:
S

Jetzt wahlt man speziellh = zi und erhalt fur die Funktion

L furjt aj<";
p)= 2 .
0 furijt a>"
die Relation Z, Z 1
[« = p-(t)dt = —dt=1:
1 an 2
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Fur " ! 0 ergibt sich daraus die sogenannt®irac 'sche -Funktion (t a) mit den Eigen-
schaften
Z,

(t a=0 fur t6 a (t a)dt =1:
1

Ihre Laplace -Transformierte lautet

— L — L 1 as i e — as.
Lf (t a)g= II!{nOLf p:(t)g = |.!{“O§e sinh"s = e %
Speziell #ir a= 0 erhalt man Lf (t)g=1.
Beispiel 2.39. Betrachte
yo%2y%+5y = (t 1);  y(0)= y%0)=0:

Sei' (t) Loesung. Dann erhalten wir wegen
Lf* (t)g= ( s)

Lf' At)g=s(s) ' (0)
Lf* Rg=s*(s) s (0 90

die Gleichung

s?(s)+2s(s)+5( s)=e S;
woraus

(9= e’ _ 2e °
"~ s2+2s+5  2((s+1)2+4)

folgt. Wegen

! .

1 Zaz SSn't Lf &'f (t)g= F(t a)

und

LFH({ bf(t bg= e "F(s)
folgt nun

L(t) = %H(t e ¢ Vsin2¢ 1)

Diese Di erentialgleichung beschreibt z.B. die Schwingury eines gedmpften Pendels, das
fur 0 t< 1 in Ruhe ist, zum Zeitpunkt t; = 1 einen , Schlag\ bekommt und dann wieder
ohne au ere Einwirkung gedamft weiterschwingt.

A
vv
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Produkt einer beliebigen stetigen Funktion f mit der -Funktion
Z, Z, VAN

_ _ 1
fO (¢ adt=lim pOf©Od=lim  of Od

MWS

1., _ .
=21 (1) = f(a):

lim
"1
2.7.1. Anwendung zum L esen von gewshnlichen Di erentialgleichungen

Mit Hilfe des Ableitungssatzes wird die DGL in eine algebrasche Gleichungebergetihrt, die
in der Regel leichter zu bsen ist.

Beispiel 2.40. Gegeben sei das folgende AWP
y 2y+5y=0
y(0)=y(0)=1
Zur Suche der Funktion y(t) geht man dabei nach folgendem Schema vor:

1. Anwendung der Laplace -Transformation:

Lly] 2L[yl+5L[y]=0
$?F(s) sy(0) y(0) 2(sF(s) y(0)+5F(s)=0

Nun berecksichtigt man noch die Anfangsbedingungen und erhlt

(s> 2s+5)F(s)= s+1 2

2. Lesen der algebraischen Gleichung in F:

s 1

F(s)= s2 2s+5

3. Rucktransformation:
y(t)=L F
Dazu zerlegt man den losungsterm in seine Partialbruchzerlegung (PBZ). Die Nulstel-
len des Nennerpolynoms sind

2 2s+5=0) s=1 PI5-1 2

S
Der allgemeine Ansatz bei der PBZ lautet daher

s 1 A .\ B
s2 2s+5 s (1+2i) s (1 2i)

Die Faktoren A und B kennen nach der Polmethode bestimmt werdef, man erhalt

1
A=B= -
2
!Dieses AWP kann auch mit dem Exponentialansatz gelest werden.
2Man setzt dazu s=1+2i bzw. s=1 2i, sodass jeweils einer der Faktoren heraugdlit. Siehe dazu auch
Mathematik |
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Damit wird

11 11
YO=L " Ss—awan 25 @7
2 3 2
1 1 1 1
=3k 1§S fl_J{rzz_I?ZJr 2t 1§s Fl_{zaz

Aus der Tabelle entnimmt man

F9= 1) yi= &

und erhalt so
e(l+2i)t 4 o1 20t
y(t) = >

Dieser Term wird mit Hilfe der Euler 'schen Formel reell gemacht, die bsung ist

y(t) = €' cos2:

Wiederholung: Partialbruchzerlegung Sei eine beliebige rationale Funktion% gegeben,
wobei der Grad des Nenners gr er als der Grad des Zahlers sei. Sei ferner

Q2)=(z ) =tz  mm:

Dann ist
P _ XX A
QD) ., @ )
Beispiel 2.41. Gegeben sei die DGL
Y000 (00 vy = X

mit den Randbedingungen
y(0) = y40) = y®0) =0
Sei fernerY = L|[y]. Die Laplace -Transformation ergibt

1
Y& YL+Ys Y= _"_
s 1

Y ($° S’+s 1)=

Y(s Lis+i)s )=

1

VS 1R e )
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Der Ansatz fur die PBZ ist
1 A B C D

s DIs+(s 1) s 1 (s 12 s i s+i

1=A(s 1)(s i)(s+i)+ B(s i)(s+i)+ C(s 1)*s+i)+ D(s 13 i)

Nun fehrt man einen Koe zientenvergleich durch:

s:A+0 B+C+D=0

s?: A+B+( 2+i)C+( 2 i)D=0
s:A+0 B+(1 2)C+(1+2i)D=0
1: A+B+iC+( i)D=1

Damit erhalt man sofort A = % und B = % (aus den Gleichungen 1 und 4). Durch Subtrak-
tion der ersten und der dritten Gleichung erhalt man

2C 2D =0) C=D

und aus der Subtraktion von zweiter und vierter Gleichung

2C 2D= 1) C=D=

Al

Damit wird

1 1 1 1 1

YEGE DAs s+ 26 D2 12T as 1) as+n

Bis auf den zweiten Summenterm lassen sich alle sehr einfatlerechnen, der zweite Summand
kann uber den Faltungssatz ermittelt werden:

1 1 ZX ZX ZX
Lt - = = gled tdt = g dt = & dt = xe*
S 1 s 1 0 0 0
Damit wird
y=}L1%+}L1%)2+%L1i.+%L1%
S S S i S+ i
S W O -t W MY o N LA
%ex xex %eix %eix

Zum Abschluss vereinigt man die letzten beiden Summanden wider mber den Euler 'schen
Satz und erhalt das Ergebnis

y = %(x 1)ef + %cosx:
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2.7.2. Anwendung auf Probleme bei partiellen Di erentialg leichungen

Halbunendliche Saite mit au erer Kraft f (t), ein Ende xiert, das andere frei.
Di erentialgleichung:

Ut = CPUyy +  (X); 0<x< 1:t> 0

Anfangswerte:
u(x; 0) =0;
ui(x; 0) = 0;
Randwerte:
u(0;t)=0;

ux(x;t)! 0 farx!1
Transformation von u(x;t) bzgl. der Variablen t:
U(x;s) = L[u(x;t)]:

Ferner gelte
F(s) = LIf ()]

Dann folgt mit
Llug] = s?U(x;s) su(x;0) ui(x;0) = s?U(x;s)

und
L[Cux + f (1)] = PUg + F(9):

fur U(x; s) die gewohnliche Di erentialgleichung

s? 1
UXX gu = ?F (S)

mit der L esung

SX SX F S
U(x;s)= Aec + Be ¢ + g:
Transformation der Randwerte:
Z,
U(;s) = u(0;t)e St dt=0;
ZO
1
Ux(X;S) = ux(x;t)e St dt
ZO
1

lim Uyx(x;s) = lim ux(x;t)e St dt=0:
x11 o X1

Aus der allgemeinen losung ergibt sich damit

U(0;s) = A+B+¥=O

. . S sx_ sx_
lim Ux(x;s)=Ilim - Aec Be ¢ =0;
x!1 x!1 C
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somit A=0und B = F—s(zs—) also

u(x;s) = @ 1 e %

)
Berechne nun die losung im Bildraum:
VA
Lt F(s) 8—12 =f(t) t= tf()(t ) d
0
Z x
LiF® Se® = i@ X )d H
(ORti
_ o fOt % )d
0
also (Rt Re x )
wxp= RO Dd e fFOE § ) d
of ()t )d
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3. Vektoranalysis im Raum

Zunachst werden einige bereits behandelte Begri e wieder in Bnnerung gebracht.

3.1. Vektorielle Darstellung einer Kurve im Raum

Eine Kurve Cim Raum wird beschrieben durch die Parameterdarstellung

0 1
x(t)
C: x=@yA; t21

z(t)
Dabei sind x(t);y(t); z(t) stetige Funktionen. Durchlauft die Variable (= der Parameter) t
das Intervall | R, so bewegt sich der PunktP entlang der Kurve C.

y
A

/v

X(t)

Beispiel 3.1. Ein Elektron bewegt sich in einem homogenen Magnetfeld

0 1
0

B=@0A
Bo

entlang einer Schraubenlinie mit dem RadiusR. Die Koordinaten des Elektrons zu einem
Zeitpunkt t sind

x(t) = Rcos(t )
y(t) = Rsin(!t)
x(t) = ht

Dabei ist! = 2Bg und h die konstante Geschwindigkeitskomponente irz-Richtung.
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3.2. Dierentiation eines Vektors nach einem Parameter
0o 1
x(t)

Ist x = @y(t)A die Parameterdarstellung einer KurveC, so ist die Ableitung des Vektors

z(t)

% de niert als Grenzwert
) 1
*#(t) = llrtTg 0 1 (x(t+ t)  x(1)

fur t! 0. Geometrisch entspricht dies dem Grenebergang des Di erenzvektors (= Sekan-
tenvektors) in den Tangentenvektor im Punkt %(t). Man erhalt

3
X(t) q
0 1
1 (x(t+ t) x(t)=t o (t
—(x(t+ t) x(t)= Qyt+ t) yi)= tA " @m)A- x(t):
t (z(t+ 1) z(t)= t 2(t)

D.h. die Di erentiation eines Vektors x(t) nach dem Parametert erfolgt komponentenweise.

Anwendung Ist %(t) der zeitabhangige Ortsvektor der Bahnkurve eines Massenpunktes,

dann ist
y(t) = %(t) der Geschwindigkeitsvektor

at) ¥(t) = %(t) der Beschleunigungsvektor

Beispiel 3.2. Elektron im Magnetfeld (siehe Bsp. 3.1)

0 1 0 . 1
x(t) R! sin!t
¥(t) = %(t) = @y(t)A = @RI coslt A
Z(t) h

0 1 0 ’ 1
x(t) R! <cos!t

at) = »t) = @yt)A = @ RI 2sinit A
z(t) 0

Damit gilt
x(t)+ 1 2x(t)=0; y(t)+ !?y(t)=0:
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3.3. Vektor- oder Kraftfelder

De nition 3.1.

1. Eine Funktion : R®! R mit ( x;y;z) heit skalares Feld oder Skalarfeld .
Beispiele tir Skalarfelder sind raumliche Temperaturpro le T(X;y;z) oder Ladungsdich-

ten %x;y; z).
2. Als Vektorfeld oderKraftfeld bezeichnet man eine vektorwertige Funktionk : R3 !
R3 mit 0 1
P(x;y;z)
R(xy;2) = @Q(x;y;z)A
R(X;y;z)

K weist jedem Punkt des Raumes einen Vektor zu.

Beispiele #r Vektorfelder sind das Magentfeld B, das elektrische FeldE, Kraftfelder
oder Geschwindigkeitsfelderv.

Beispiel 3.3. Die elektrische Kraft, welche eine Punktladungg; auf eine andere Punktladung
p ausbt, ist nach dem Coulomb 'schen Gesetz gegeben durch
01
X
_a% 1

K

3.4. Gradient, Divergenz, Rotation

De nition 3.2.

1. Sei (x;y): R?! R stetig di erenzierbar, dann heit der Ausdruck

— X —_ X —_
grad 5 = @ = @
@y @y y
der Gradient von

Sei (x;y;z): R®! R stetig di erenzierbar, dann heit der Ausdruck

0 _@1 0 Ql 0 1
- a%a @A -@ A
@ @
@z @z z

der Gradient von

2. Der Operator

=

@ ®le®le

0_@1 °
ro:= %@@ﬁ bzw. r = %
@y

®
N

heit Nabla-Operator
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Der Nabla-Operator ist ein Vektor, der immer links von der zu di erenzierenden Funktion
steht. Es gilt

grad = r ;
divk = r K;
rotK =r K:

De nition 3.3.

1. seik = POSY) in vektorfeld, dann heit
Q(x;y)

@ .

, @ P(xy) @P @Q

dvk 5 K= @ - &er, ==

& Qky)  @x @y
Divergenz von K.

0 1
P(x;y;2)
2. Seik = @Q(x;y;z)A ein Vektorfeld, dann heit
R(X;y;2)
0 @10

1
@ P(x;y;2)
dvkK 5 K = @@yA @Q(x;y;z)A =

2 @P, @Q, @R

y- @x @y @z
& Rxy:2)
Divergenz von K.

Bemerkung. Die Divergenz eines Vektorfeldes ist immer eine skalare Fution.

Bemerkung. Ein Vektorfeld heit quellenfrei

(d.h. es existieren keine Quellen bzw. Sen-
ken), falls die Divergenz verschwindet.

divkK> 0 ... es existieren Quellen (Ausgangspunkt von Feldlinien)
divkK< 0 ... es existieren Senken (Feldlinien verschwinden)
0 1
P(x;y;z)
De nition 3.4.  Seik = @Q(x;y;z)A ein Vektorfeld im R3, dann heit
R(x;y;2)
0l O 1 0 1
ax P(x;y;z) Ry Q
otk =5 K=@ZA @Q(xy;z)A = @p, RA
& R(xy:2) Q« Py

Rotation von K .
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Ein Vektorfeld K dessen Rotation gleich dem NullvektorO ist, heit wirbelfrei

Zusammenfassung:
1
x(X;Y;2)
grad (x;y;z)= @ y(x;y;z)A heisst Gradient von ( Xx;y;z).
2(X;y;2)

Der Gradient ist ein Vektorfeld.

divk = Px(Xx;y;2) + Qy(X;Y;2) + Rz(x;y; z) ist die Divergenz eines Vektor-

feldesK .
Die Divergenz ist ein skalares Feld.
0 1
Ry Q
rotk = @p, R,A ist die Rotation des Vektorfeldesk .
Qx IDy

Die Rotation ist ein Vektorfeld.

3.5. Rechnen mit Di erentialoperatoren

Es sollen einige wichtige Begri e #®r skalare Felder und #ir Vektorfelder zusammengestellt
werden.

De nition 3.5. Ein Vektorfeld K heit Potentialfeld oder Gradientenfeld wenn es eine
Funktion gibt mit K =grad. heitdanndas skalare Potential

Direkt pr uft man nach, dass stets gilt:
r(r K)=0 und r (r )= 0
d.h.

div(rotK)=0;
rot(grad) = ©:

Konsequenzen aus der Quellenfreiheit (diK = 0) und aus der Wirbelfreiheit (rot K = 0)
eines Vektorfeldes:

Satz 3.1.

1. Das Vektorfeld K ist genau dann wirbelfrei, wenn es ein skalares Feld gibt mi
K =grad. Man nennt dann skalares Potential

Es gibt ein mit K =grad 0 rotKk =0

2. Das Vektorfeld K ist genau dann quellenfrei, wenn es ein VektorfeldX gibt mit K =
rotA. Man nennt A dann ein Vektorpotential
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Esgibtein Amit K =rot A divk =0
Beispiel 3.4. Gegeben ist das skalare Potential

(x;y;z):arctang; x 0

Das dazugelorige Vektorfeld K lautet:
1

0
X2+y2
K:grad: %X2+y2§

Da K ein Potentialfeld ist, gilt rot K = 0.
Die Divergenz vonK ist divK = 0. D.h. das Vektorfeld ist sowohl wirbel- als auch quellenfei.
Weiters gilt

divk =div grad = wxt yt 22=0

Man nennt mit
= xx ¥ oyt zz

den Laplace -Operator . Er spielt in der Elektrostatik eine gro e Rolle, da alle elektrostati-
schen Probleme durch die Di erentialgleichung (Poisson -Gleichung)

modelliert werden.

Beispiel 3.5. Das Kraftfeld 0 1
Xy
K=@ xz A
x2yz?
besitzt wegen 0 ,, 1
e © & X%z% X
otk = @=@x @=@y Q@=@x& 2xyz?A
Xy Xz x?yz? z X

keine Potentialfunktion.

Beispiel 3.6. Das Kraftfeld

x C

ist ein zentrales Kraftfeld (vgl. De nition 4.3 und Beispie le (4.6) und (4.7)). Man rechnet
nach, dass
rotK =0 und divKk =0
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d.h. K ist ein Gradientenfeld.
Das zugelorige Potential ist

( X;vy;2) ¢ + const
y X2+ y2 + 72
Es gilt weiters
divk =div(grad)= =0

d.h. die Funktion ist eine L esung derLaplace -Gleichung.

Beispiel 3.7. Gegeben ist eine ghe Flussigkeit, die durch ein Rohr mit dem RadiusR in
y-Richtung iet.

" —
P

X y

R

Abbildung 3.1.: Rohrquerschnitt Abbildung 3.2.: Geschwindigkeitsfeld

Der Geschwindigkeitvektor ist nach dem Gesetz vorHagen-Poiseuille

0 1
0
v=c@R2 x2 z2A
0
Es gilt 0 1
2cz
divv=0; rotv= @ 0 A
2cX

D.h. das Geschwindigkeitsfeld hat keine Quellen (diw = 0), besitzt aber eine Zirkulation in
der xz-Ebene.
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4. Kurvenintegrale im Raum

4.1. De nition
Bewegt man einen Kerper in einem Kraftfeld
0 1
P(x;y;z)
K=@Q(xy;z) A
R(x;y;2)

so ist die dabei verrichtete Arbeit gleich dem Produkt Kraft Weg.
Wir betrachten eine (orientierte) Raumkurve

0 1
x(t)
C: x=x()= @y) A; o t 13
z(t)
mit dem Anfangspunkt Pg  Pp := %( o) und dem Endpunkt P; P71 := %( 1).

Nun approximiert man die Kurve C durch einen Polygonzug vonN Strecken, d.h. man un-
terteilt das Intervall [ o; 1] in N Teilintervalle:

o=to<t1<:i:<tn= 1

BN

Die entlang der Strecke vonx; nach xj+1 mit %; := %(tj) verrichtete Arbeit ist nun gleich

0 1
Xi

Wi=K() % mit x=@ y A=xy x:
Zj

Die von Py nach Py verrichtete Arbeit wird dann approximiert durch

X 1 X 1
w RK(x) x = (P(x(t)) xi+ Q(x(ti)) i+ R(x(ti)) z)
i=0 i=0
Mit x(ti) —f5y(t)  —5zt)  —f5 =t b folgt
IX 1
W (P(x(ti))x(ti) + Q(x(ti)) y(ti) + R(x(ti))z(ti)) ti
i=0
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Geht man bei dieserRiemann ‘'schen Summe mit der Feinheit der Zerlegung gegen Null (t; !
0 fur alle i), so erhalt man das Integral

Z,,

t (P (x(1); y(t); z(t))x(t) + Q(x(t); y(1); (1)) y(t) + R(x(t); y(t); z(1))z(t)) dt
Z4, Z
t R (%(t)) »t) dt=: Pdx+ Qdy+ Rdz
C

w

to

De nition 4.1. Das Integral
Z, z z

W = K (%(t)) =(t)dt= Pdx+ Qdy+ Rdz K dx
to C C

wird als Kurvenintegral  bzw. Linienintegral des VektorfeldesK entlang der Kurve C
bezeichnet.

Bemerkung.

a) Der Wert des Integrals hangt i.A. nicht nur vom Anfangs- und Endpunkt des Integra-
tionsweges ab, sondern auch vom vorgegebenen Weg.

b) K (%(t)) x(t) ist die Kraft, die tangential auf die Kurve wirkt, da (t) in jedem Punkt
% der Kurve Cin Richtung der Tangente weist.

c) Fur ein Kurvenintegral entlang einer geschlossenen Kurve wavendet man das Symbol
I

K dx
C

Die Berechnung von Kurvenintegralen erfolgt in 3 Schritten
1. Parameterdarstellung der Kurve C: % = x%(t)

2. Berechnung vonx(t)

3. Die Funktionen x(t);y(t);z(t) in die Komponenten P;Q;R von K einsetzen, das
Skalarprodukt K (%(t)) %(t) berechnen und die Integration auséhren.

Beispiel 4.1. Betrachte 0 1
X2y
R=@x zA
Xyz
und C, einen Parabelbogery = x2 in der Ebenez = 2 von A(0;0;2) nach B(1;1;2), d.h.
0 1

t
C: x()=@t2A; 0 t 1:
2
1

0
0 1 0 1
Z, t? t2 1 Z, 17
W = @t 2 A @2AL d= (t*+2t2 4t)dt= —
0 tt2 2 0 15

0
| —z—  |-{z—}
K (x(1) x(t)
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Beispiel 4.2. 0 1 0
X cost
RK=@yA: C: x(t)= @sintA;: 0 t 2:
z 0
Z Z, cost 1o sint ! Z,
xdx + ydy+ zdz= @ sint A @ cost A dt= 0dt=0
C 0 0 0 0

Bemerkung. In diesem Fall wird entlang einer geschlossenen Kurv€ keine Arbeit verrichtet.

Analog de niert man ein Linienintegral in der Ebene: Man betrachtet eine ebene KurveC
in Parameterdarstellung
Cix=x();, to t t1

und ein Feld
P(x;y)
Q(x;y)
Dann heit 7 7 z,
1
Kdx Pdx + Qdy := KR (%(t)) x=(t) dt
C C to

Linienintegral von K in der Ebene entlang der KurveC.

2
Beispiel 4.3. Man bestimme die Arbeit, die das Kraftfeld K = Xxy bei der Bewegung
eines Teilchens entlang des Viertelkreises
C: x= CQSt ; 0t =2
sint
leistet.
. _ sint
Mit (t) = cost folgt
z zZ _, _ zZ _,
Kdx = cos’t SN Gt= 7( 2)sintcoLt dt
c t=0 sint cost cost 0
2 =2 2
= Zcost = Z:
3%, 3

Die Arbeit ist negativ, da das Kraftfeld die Bewegung entlang der Kurve behindert.
Beispiel 4.4. Man berechneRcyzdx + xdy, wobei

a) C= G die Strecke vonP( 5; 3) nach Q(0;2) ist;

b) C= G der Parabelbogenx =4 y?von P( 5; 3) nach Q(0;2) ist.
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, _ 5 5 _ 5 5 . . _ 5
zua) G :x(t) = 3 +t 5 = 5 3 0 t 1; ()= 5
z z z
2 1 2
2 _ y dx _ 6t 3 5
Cy dx + xdy = G x dy -, 55 5 dt
! 5
=5 (25> 25t+4)dt= =
0 6
e 4 . _
zub) G %(t) = ¢ ;3 0t 2, )= 2t
Z Z Z
2 2 2
5 _ y dx t 2t
dx + xdy = = dt
& y y G x dy 3 4 t? 1

2 5
( 2t2 t?>+4)dt=40=:
3 6

Man bekommt verschiedene Werte d@r das Linienintegral, obwohl Anfangs- und Endpunkt
identisch sind.

4.2. Eigenschaften

Bemerkung. Fuer gewshnliche Integrale gelten die folgenden Relationen (sieh#athematik
A):
Z b Z c Z c Z b Z a
f(x)dx + f(x)dx = f(x)dx und f(x)dx = f (x) dx:
b

a b a a

Kurvenintegrale besitzen entsprechende Eigenschaften:

Wahlen wir einen Punkt P auf der Kurve C, so teilt dieser C in zwei Kurven G und G
(siehe Abb. 4.1). Wir schreibenC= G + G. Dann gilt

Z Z Z

Rdx = Rdx + K dx
C C G

Bezeichnet nunC die (orientierte) Raumkurve von A nach B und C die im entgegen-
gesetzten Sinn vonB nach A durchlaufene Kurve (siehe Abb. 4.2). Dann gilt
z z

RKdx = K dx
c c

Man betrachtet nun zwei orientierte Raumkurven G, und G, die beide vonA nach B
laufen und dann die geschlossene Kurv€= G +( C »), die von A eber B wieder nach
A zurecklauft (siehe Abb. 4.3). Gilt

|
Kdx =0 (4.1)
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Abbildung 4.1.: G+ G Abbildung 4.2.: C

G

_ B

A C

1
Abbildung 4.3.: geschlossen

so erhalt man
| Z Z Z Z

Rdx = Kdx + Kdx = K dx Kdx =0
C C Co G G

Daraus folgt 7 7

Rdx = K dx
G G

D.h. der Wert des Linienintegrals von A nach B ist unter der Voraussetzung (4.1) vom
gewahlten Weg unabhangig.

4.3. Gradientenfelder und Kurvenintegrale

In der Regel ist das Kurvenintegral wegablangig. Fer spezielle Vektorfelder ist es jedoch
wegunabhangig.

De nition 4.2. Ein Vektorfeld K (x;y;z) heit Gradientenfeld oder Potentialfeld , wenn
es eine stetig di erenzierbare Funktion : R3! R gibt mit

K(x;y;z) =grad ( Xx;y;z)
d.h. es gilt

P(xy;2) = %)gx;y;Z);
Q(x;y;2) = %B}X:y:Z):
R(X;y;z) = %}x;y;Z):

Die Funktion ( x;y;z) heit eine zu K gehorende Potentialfunktion
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Bemerkung.

1. Zwei zuK gehorende Potentialfunktionen unterscheiden sich lmchstens um eine additive
Konstante.

2. In der Physik bezeichnet man Kraftfelder, die eine zugebrige Potentialfunktion besit-
zen, alskonservative Kraftfelder

3. Die Gradientenfelder sind diejenigen Vektorfelder, éir welche die Kurvenintegrale immer
wegunabhangig sind.

Es gilt:

Satz 4.1 (Hauptsatz uber Kurvenintegrale).
SeiG  R? ein achsenparalleler Quader undk : G ! R3 ein Vektorfeld mit stetigen
partiellen Ableitungen. Dann sind folgende Aussagen gleltbedeutend:

1. K ist ein Gradientenfeld
2. In G gelten die Integrabilitatsbedingungen

@P_ @Q @Q_ @R @R_ @P

— = = == = —— = — rotK =0
@ @ @ @ @x @z !
R
3. Der Wert des Kurvenintegrals -Kdx hangt fur alle in G verlaufenden Kurven C nur
von Anfangs- und Endpunkt der Kurve ab.

H
4. Das Kurvenintegral ~Kdx ist fur alle in G verlaufenden, geschlossenen Kurveg@ stets
Null.
Bemerkung. Im Fall eines zweidimensionalen VektorfeldesK = ggig lautet die
Integrabilit atsbedingung
@P_ @Q

@y @x

Berechnung des Kurvenintegrals im Fall eines Gradientenfeldes Sei
0 1 0 1
P(x;y;z) \ x(X;y;2)
K = @Q(x;y;2)A =grad ( x;y;2) = @ (x;y;2)A:
R(x;y;2) 2(X)y;2)
Das totale Di erential von lautet

_ @ @ @
d= @de+ @ydy+ @Zdz

Pdx+ Qdy+ Rdz
K dx:
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Daher ist

Z Z
@ @ @
Kdx = —dx+ —dy+ —dz
c c O@x @y Y @z
11 d t1
= Ga=(y =(1n) ()
to to
- Endpunkt von C Anfangspunkt von C:

Satz 4.2 (Integration eines Gradientenfeldes).
Ist K ein Gradientenfeld mit dem Potential , d.h. K =grad, und C eine vonP; nach P,
verlaufende Kurve. Dann ist Z
Kdx =
C P2 P1

Folgerung: Das Linienintegral entlang einer geschlossenen Kurve iseff ein Gradientenfeld
K stets Null: I

Rdx = =0
c P1 P1

Beispiel 4.5. Das Vektorfeld

3x2
K(xy)= X3y

ist ein Gradientenfeld, denn es gilt

QP: 3x2; QQ: 3x?

@x
Daher gibt es eine Potentialfunktion ( x;y) mit

—ay2y, . — 3
x = 3X°Y; y = X

Integriert man die erste Gleichung nachx, so folgt
(xy)=x%y+"(y)

mit einer \Integrationskonstanten", die von y abhangen kann. Mit der zweiten Gleichung folgt
dann

yay)= x4 qy) = x°
=) "%y)=0 =) ' (y)= C=const
=) (xy)=x%y+C
Das Kurvenintegral von K entlang einer Kurve C mit dem Anfangspunkt Pg(Xo; Yo) und dem
Endpunkt P;(X1;y1) ist daher

Z Z

Kdx = d
c c

1 . . — o3 3
- ( x15y1)  ( Xo;Yo) = XiY1 XgYo

71



De nition 4.3. Ein Kraftfeld K heit rad|alsy51metr|sch (= zentrales Kraftfeld ), wenn
der Betrag von K nur vom Abstand r = j%j =  x2+ y2 + z2 abhangt und der Vektor K in
jedem Punkt radial nach au en zeigt:

0 1

f(r)x

R(x)=f(r) x= @ (r)yA
f(r)z

Beispiel 4.6.
K (%) = m:;n 2%  Gravitationskraft
1
b)K (%) = 4_(1:_22 X Coulombkraft
(0]

Behauptung. Alle radialsymmetrischen Kraftfelder sind Potentialfelder.
Beweis: Mit P = f(r)x; Q = f(r)y folgt

%S fo(r)—pm— fo(r)
@Q_ P>
ax Jf O(Ir) x2+y2+z2—f°(r)7

:) Py = Qx

Analog zeigt man, dass diesbrigen Integrabilit atsbedingungen eréllt sind.

Beispiel 4.7. Die zu den Kraftfeldern von Bsp. 4.6 gelrenden Potentialfunktionen sind

mym - :
a)( xy;z) = 217222 Gravitationspotential
X2+ ys+ z
1 . :
b)( x;y;2) = p % elektrostatisches Potential

4% o' x2+y2+ 72

Beispiel 4.8. st

0 1

Ei(x;y;2)
E(x) = @Ex(xy;2)A

Es(xy;2)

ein elektrostatische Feld, so gibt das Kurvenintegral
Z z
U= E dx = Eidx+ Epxdy+ E3dz
c c

die Potentialdi erenz, d.h. die Spannung zwischen Anfangs und Endpunkt der Kurve C an.

Beispiel 4.9 (Magnetfeld eines geraden Leiters). Ein homogener inz-Richtung liegen-
der, stromdurch ossener Draht erzeugt in der xy-Ebene ein Magnetfeld proportional zu%,
dessen Richtung tangential zu den Kreislinienx? + y2 = R? ist:

o| 1 Yy
2 x2+y?2 X
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41
4

@3 _@B_ o y* X’
@y @x 2 (x2+y?)2
Daher ist B ein konservatives Kraftfeld.

Wir berechnen nun noch das Kurvenintegral entlang eines Kreses mit dem RadiusR um
den Ursprung (G; 0):

also

Kreislinie C: x()= R oo ; 0 t 2; (=R N
I z 7
_ ol 77 1 R sint Rsint , _ ol ~?
Bdx = ———— dr= o gt
c 2 i( (t)g— y (tg R cost R cost 2
= ol 60 (1)

Begrundung: Im Ursprung wird das Feld B singular!
Entlang jeder geschlossenen Kurve, die den Ursprungicht enthalt, ist das Kurvenintegral
stets Null.
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5. Ober achenintegrale

5.1. Flachen im Raum
Eine Kurve Cim R® wird beschrieben durch eine Parameterdarstellung miteinem Parameter

0 1
x(t)

C:x()= @yA; to t t
z(t)

Eine (gekrammte) Flache im R® wird beschrieben durch eine Parameterdarstellung mitzwei
Parametern:

De nition 5.1. SeiS R? ein Bereich in der Ebene (z.B. Rechteck) in dem die Variablen
(= Parameter) (u;v) variieren, d.h. (u;v) 2 S (z.B. ug(v) u ux(v);vi Vv V). Eine
Flache F  R® wird de niert durch die Parameterdarstellung

1
x(u; V)

Foox(u;v) = @yuv)A

z(u;v)

wenn X;y;z (stetige, partiell di erenzierbare) Funktionen der beiden Variablen (u;v) sind.
Beim Durchlaufen aller (u; v)-Werte bewegt sich der Punkt, zu dem der Vektor %(u;Vv) weist,
auf der FlacheF.

Die Tangentialebene an die FI ache F im Punkt P wird von den Richtungsvektoren

1
Xu(U; V) Xy(U; V)

0= 25 @A und %= 2 @y (uv)A
@u zy(u; V) @v zy(u; V)

aufgespannt.
Der Normalvektor der Tangentialebene und damit der Normalvektor der FI  ache F ist
dann gegeben durch
A= %y Ry

Beispiel 5.1. Eine EbeneE im R? wird durch die drei Punkte Pg;P1;P, aufgespannt. Mit
den Bezeichnungen

! ! !
X0 = OPO; x1 = OP]_; Ao = OP2
kann dann diese Ebene angegeben werden in der Parameterform

E: %(u;v)= %+ ux;+vx
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Beispiel 5.2. Eine Kugel ache mit dem RadiusR und dem Mittelpunkt im Ursprung hat

mit den Kugelkoordinaten u = ;v = die Parameterdarstellung
R cosu sinv 0 u 2
*x(u;v) = @R sinu sinvA  mit 0 (5.1)
R cosv
Der Flacheninhalt O des Flachenseicks
1
x(u;v)
F:ox(uv)= @QuvA; (uv)2S
z(u; V)
ist dann gegeben durch 77 77
0= dF = J%u %] dudv
F s
Beispiel 5.3. Ober ache der Halbkugel mit dem RadiusR.
Aus der Darstellung (5.1) folgt
. 1 0 1
R sinu sinv R cosu cosv
x,= @R cosu sinvA: % = @R sinu cosv A
0 R sinv
0 1
cosu sinv
¥, % = R?sinv@sinu sinvA; jx, %j= R?sinv
cosv
Damit folgt 77 z,z_,
0= dF = R? sinvdvdu=2 R 2
F u=0 v=0
5.2. Ober achenintegrale
1
P(x;y;2)
De nition 5.2. Seik = @ Q(x;y;z) A ein Vektorfeld im Raum und F ein Flachenstick
R(Xx;y;2)

in der expliziten Darstellung
z=1(xy); (xy)2B

oder in Parameterform
x=%x(u;v); (uv)2S

mit dem Normalvektor 1 gegeben durch

0 1
fx
A= @ f, A bzw. A= % %
1
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Dann heit das Integral
zZ zz

K A dA:= K(%) A dxdy
F ZzB
= K (X(u;v);y(u;v); z(u;v)) (% %) dudv
S

Ober achenintegral von K wber F.
Dabei bezeichnetB den Bereich der Projektion des Fachensticks F in die xy{Ebene, S
bezeichnet den Parameterbereich vonu; v).
Schreibweise: Man schreibt éir das Ober achenintegral auch
zZ zZZ

KdA:= (K f)dA
F F

Physikalische Interpretation K sei ein statiomares Geschwindigkeitsfeld einer seamenden
Flussigkeit. Dann beschreibt 77

K A dA
F

den Fluss durchF, d.h. das Flessigkeitsvolumen, das in einer Zeiteinheit durch die FhcheF
iet.
Beispiel 5.4. Betrachte 0o ,1
X
K = @ y2 A
z

auf dem BereichF der Ebenez = x + y + 1, der wber dem Quadrat0 x 1,0 vy 1,
liegt. Dann gilt

s ;7 00 , 10 11
K f dA= @@ y2 A @ 1AA dxdy
F B z(x;y) 1
L 1
= ( x> y?+ x+y+1)dxdy
x=0 y=0
Z,
= 0( x2 %+x+%+l)dx:g:

Beispiel 5.5. Gegeben ist das Geschwindigkeitsfeld eines stmenden Mediums
0 1
X

RK(x=@, y A
2 2
Xty

das durch die Halbkugel ache
x>+ y?+2°=R%;z>0

nach oben iet. Welche Masse iet pro Zeiteinheit durch di eses Fachenseick?
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Wir verwenden wie in Bsp. 5.2 Kugelkoordinaten #r die Parameterdarstellung der Halb-
sphare:

1

R cosu sinv 0 u 2
%(U;v) = @R sinu sinvA  mit B
R cosv 2

Der in Richtung der positiven z-Achse gerichtete Normalvektor ist

0 1

cosu sinv
A= (% %)= R?sinv@sinu sinvA
cosv

=)  K(x) A= R®sinv
Man erhalt also
zz z, zZ_,
(K(%) n)dA = K (%(u;Vv)) (%, % /)dudv
F

uz% 2v:% _,

= RS sinv dudv
u=0 v=0

=2 R?3

Beispiel 5.6. Magnetischer Fluss

Der magnetische Fluss des MagnetfeldesB durch die FlacheF ist gegeben durch
zZZ

= (B n)dA
F
Speziell ®ir das Magnetfeld 0o 1

y
B = i;@xA

2 x2+y?
(siehe Bsp. 4.§) it der magnetische Fluss durch die Kreimchex®+ y*> R?z =0 gesucht.

Wegena = @A ist (B ) = 0. Damit ist der gesuchte magnetische Fluss gleich Null.

1
Beispiel 5.7. Betrachte
0 1 0 1
2X u
K=@ yA auf F:x(uuv)=@ v A: ju 1Ljj 1
3z Fuv
Dann gilt 0 1 0 1 0 1
1 0 Y
x=@0A;, x=@Q1A; x x=0 %A;
i 1 1
7 z, 00 y 1 0 % 11 z, z, "
| = @ v A @ YAAdudv= —dudv=0
u= 1 v= 1 3uv 1 u= 1 v= 1 2
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6. Integralsatze

6.1. Satz von Stokes

Der Satz von Stokes stellt einen Zusammenhang her zwischenukvenintegralen (eber ge-
schlossene Kurven) und Oberachenintegralen.

Satz 6.1. SeiK ein Vektorfeld, F ein Flachenseick im Raum und C= @Fder Rand von F.
Dann gilt

Z Y4

Kdx = rotK A dA:
C= @F F

Die Orientierung von C und die Flachennormalen bilden dabei eine Rechtsschraube.

n

Physikalische Interpretation  Die physikalische Arbeit entlang einer geschlossenen Kue/C
ist gleich dem Fluss des zugedrigen Wirbelfeldes durch ein Flachenskick mit dem Rand C.

Beispiel 6.1. Betrachte 0 1
X
K = @ y A
z
und F, die obere Halbsplare mit Radius R = 1.

1. Berechnung des Oberachenintegrals:
Parameterdarstellung des Fachenskicks:

X =cos' sin#

oy =cin' q . 07
F: y=sin' sin# ; 0 # =2
Z = Cos#
6 & o
rotk = @x @y @z =0
X Yy z



yv4 yv4

=) rotK n dA = 0A dA=0
F F

2. Berechnung des Linienintegrals:
Parameterdarstellung der Kurve:

X = cos'
C: y=sin" ; 0 ' 2
z=0
Z
Kdx =0 (siehe Bsp. 4.2)
C

Bemerkung. IstrotK = 0, dann ist das Ober achenintegral stets Null, daher auch das ent-
sprechende Kurvenintegral. Daher mngt der Wert des Kurvenintegrals nicht von der Gestalt
der Kurve ab.

Ist also ein Feld K wirbelfrei, d.h. es ist ein Gradientenfeld (rotK = 0), so ist das Kurvenin-
tegral uber K wegunabhangig.

6.2. Satz von Gauss

Dieser Satz liefert einen Zusammenhang zwischen einem Obechenintegral und einem Drei-
fachintegral.

Satz 6.2. SeiB ein dreidimensionaler Bereich mit der Rand acheF = @B(= geschlossene
Flache) undK ein Vektorfeld. Dann gilt

Yy 2727

K A dA= divk dVvV
F B

Dabei muss der Normalvektora auf die Flache F nach au en orientiert sein.

Beispiel 6.2. Sei

0 1
X

K =@y A: B::: Obere Halbkugel mit RadiusR = 1:
z

1. Berechnung des Dreifachintegrals: Wegen diz = 3 folgt

7277 zZL 2 Z2 z7z
divkdVv = 3risin#drd'd# =3 dV =3 Viaikugel
B r=0"' =0 #=0 8
2
=3— =
3
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2. Berechnung des Oberachenintegrals:
YA VAA VAA

K A dA= K A dA= K A dA
F F1 F2

F1::: obere Halbsphare
F,::: Kreisscheibex?+ y?> 1;z=0
a) Integral mber Fy:
cos' sin# 0
. - o] H A -
Fi: x= @ sin' sin# A; 0 # =2
cos#

cos' sin#
% = :1:= @ sin' sin?# A
sin# cost

Da f nach au en orientiert sein muss, muss die dritte Komponentedes Normal-
vektors > 0 sein! Man muss @ir A also (%

%#) nehmen:
00 ) 1 0 -
cos' sin# cos' sin“#
K A = @@ sin' sin# A @ sin' sin?# AA = .. =sin#
cos# sin# cos#
Zz VA =2 . =2
I, = sin#d'd# =2 ( cos#) =2
'=0 #=0 0
b) Integral wber F: 0 o 1
x= @ rsin' A; 0 ,r L
0 2
0
0 ., 1 0 ., 1 0 1
cos r sin
¥ % =@sin' A @ rcos A=@QA
0 0 r
00 .1 0 11
r cos 0
) K A =@Qrsin® A @0 AA=Q0 =) 1,=0
0 r
=) = 11+1,=2":
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Beispiel 6.3. Gegeben sei das elektrische Feld

0 1
X z
E= @3+ yzA:
y 3

Man berechne den elektrischen Fluss durch die Obemche des Kegels mit der ldhe h = 2
und dem RadiusR = 2.

Y4 2727

= E ndA= div EdV
F B

Es qilt
divE = @@>Sx ) + g§x3+ yz) + @@éy =1+ z

Mit den Zylinderkoordinaten

X = r cos'
y=rsin'
zZ=12

ergeben sich éir den VolumsbereichB die Grenzen

o 2; 0 z 2 r; 0 r 2
Damit folgt
g Ly Ly Ly,
= 1+ 2)rdrd'dz =4
'=0 r=0 z=0
Beispiel 6.4. Sei 0 1
x3
R=@x%A,;
X2z

F ::: Ober ache des Zylindersx? + y? aZ;ORRz b, a;b2 R.
Wir berechnen das Ober achenintegrall = . K ndA unter Verwendung des Satzes von
Gau:
divk =3x%+ x?+ x? =5x2
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Zylinder:

a’  x2 a?  x2

0 z b

Zylinderkoordinaten:
X = r cos' 0 r a
y =rsin' o ' 2
zZ=12 0O z b
2727 Z,.72, 272,
| = divkdv = 5r2 cos ' rdrd dz
BZ r=0 z=0 '=0
2 5a*b

4
= 5p% cog'd =
4 o9
Beispiel 6.5. Die GesamtladungQ in einem raumlichen BereichB mit der Rand acheF ist
bei einer Ladungsdichte%x;y; z) gegeben durch

227

Q= %x;y;z) dV
B

Der elektrische Fluss durch die Oberache F entspricht bis auf eine Konstante "y der im
Gebiet B eingeschlossenen Ladung

zZ 277
Q="o (E n)dA = %x;y;z)dV (6.1)
F B
Nach dem Gauss'schen Satz gilt aber #ir das Ober achenintegral
zZ 2727
(E n)dA = div E dV (6.2)
F B

Wegen der Gleichheit der Integranden in (6.1) und (6.2) &r jeden Bereich B folgt mit dem
Mittelwertsatz der Integralrechnung die Gleichheit der Integranden:

"odivE = %
Die Quellen des elektrischen Feldes stellen die Ladungsdtiten dar.
Bemerkung. Da es keine magnetische Ladung gibt, gilt éir das Magnetfeld stets

divB =0

6.3. Satz von Green

(Spezialfall des Satzes vorStokes fur die Ebene)
Die ebene, geschlossene Kurv€ sei positiv orientiert, der von C eingeschlossene Bereich sei

D ; die Funktionen P und Q seien inD stetig di erenzierbar. Dann gilt:
z zZ

- @Q @P
Cde+Qdy— . ©Ox @y dA
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Beispiel 6.6. Man berechne 7
x4dx + xy dy
c

wobei C der Rand des Dreiecks mit den EckpunktenA(0;0), B (1;0) und C(0; 1) ist.
a) Direkt:

C=G+G+G;
Il =11+ 12+ 13:
C
CZ

G,

Al Cl B
I—R4d+d"t-t'0t1'-l
1= o xTdx+ xydy; G ox(t)= 0 Lo%=

Z1 1 1
|1= dt = -
o O 5
R
la= o x*dx+xydy; G:x(t)= 1tt 0t 1; x= 11
Z, Z,
_ 1 v 1 . _ 4,413 a2 _
I, = L1 ont 1 dt = 0(t+4t 7t°+5t 1)dt =
R
l3= o x*dx+ xydy; G:x(t)= 1Ot 0t 1; == 01
Z,
_ 0 0 _
I3 = , 0 1 dt=0
Insgesamt erhalt man
I—l l+0—1
"5 30 6

b) Wber Green 'schen Satz:
z zZ

- 4 = @Q @rp
' B T yE e ey dA
P Q
DO x 1
0O v 1 x
Zl Zl X lZl
| = (y 0)dydx= > (1 x)%dx= =

x=0 y=0 x=0
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Beispiel 6.7. Man berechne
z

. p
@By eM)dx+(7x+  y*+1)dy;
C

wobei C die Kreislinie x? + y? = 9 darstellt.
Die direkte Berechnung des Kurvenintegrals ist praktisch tnmeglich. Wir weahlen den Weg

eber den Green 'schen Satz:

7 7 yv4

p .
@ y4+1) @ 3y ") dA= 4dA =4 dA:

| = —(7x +
o @ e— 2 ° 0

=3

Dabei ist D die Kreisscheibex?+ y?> 9 mit dem Radiusr = 3. lhr Fl acheninhalt ist

Y4
Ak = dA =9 :
D
Damit erhalt man
| =4 Ak =36 :

6.4. Maxwell 'sche Gleichungen

Sie bilden die Glanzsticke der mathematischen Physik des 19. Jahrhunderts und behkreiben
alle Phanomene der klassischen Elektrodynamik.

Die Grundlage bilden vier physikalische Gesetzrma igkeiten.
6.4.1. Das Faraday 'sche Induktionsgesetz

Die zeitliche Anderung des magnetischen Flusses in einer Leiterschleiféenduziert eine
Spannung.

Ui

B

zZ
@ @
= == = BdA
Ui ot at . d
Ist F zeitlich konstant, so folgt
77
@
= —B dA
Ui . ot d
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Die induzierte Spannung ist mit dem elektrischen Feld verkmnupft mber (siehe Bsp. 4.8)
I zZ
Ui = Edx = rotE dA
c F

Die letzte Umformung ergibt sich aus demStokes 'schen Satz. Damit folgt

zZ zZ @
rotEdA = —B dA
F F @t
Mit dem Mittelwertsatz der Integralrechnung folgt schlie lich
@
tE= —B
ro ot

6.4.2. Gauss'sches Gesetz der Elektrostatik

Der Fluss des elektrischen Feldes ist proportional zur Gesatladung Q.
zZ
1
EdA= —Q
F 0
Dabei bezeichnet'y die Dielektrizit atskonstante (= elektrische Feldkonstante) und F die den
raumlichen BereichB berandende Fache.

Ist %x;y;z) die Ladungsverteilung innerhalb des Bereich®B, so gilt

2727
Q= %x;y;z) dV
B
Damit folgt 777 77
1 1
— Q=+ %x;y;z)dV = EdA
0 0 B F
Fer das Doppelintegral gilt nach dem Gauss'schen Integralsatz
zZ 2727
EdA = divE dV
F B
und damit erhalt man
227 2727

divEdV = i wx;y;z)dVv
B 0 B

d.h.

0
divE = —/0
0

D.h. die Quellen des elektrischen Feldes sind die Ladungsttiten.
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6.4.3. Ampere 'sches Gesetz

Ein stromdurch ossener Leiter induziert ein Magentfeld.
I

Bdx = ol
C
Dabei weise der Strom uss in Richtung derz-Achse.
Mit o bezeichnet man die Permeabiliatskonstante (= magnetische Feldkonstante).
Ist T die Stromdichte innerhalb der durch C festgelegten Fache F, dann ist der Strom

gegeben durch 77
| = JdA
F
Mit dem Stokes 'schen Integralsatz folgt
zZ I zZ
ol = o TdA = Bdx = rotBdA
F c F
und schlie lich ZZ ZZ
oJdA = rotBdA
F F

Diese Relation gilt fur alle FlachenF und daher gilt die Relation

of =rotB

Da das Magnet quellenfrei ist (es gibt keine magnetischen Mwopole), folgt

dvE =0}

Damit erhalt man die vier Gleichungen

divE = i/o (6.3)
0

rotB = of: (6.4)
_ Q..

rotg = @IB’ (6.5)

divB = 0: (6.6)

Bildet man von (6.4) die Divergenz, so folgt wegen div(roK) = O f ur ein beliebiges Vektor-
feld K

div of =0

d.h. die Divergenz der Stromdichte ist Null, was allerdingsim Wiederspruch steht zur
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6.4.4. Kontinuit atsgleichung

Die zeitliche Anderung der Gesamtladung in einem eaumlichen Bereich B ist gleich dem
Strom uss durch seine Ober acheF.

o 222 4 2z 222
~0 = —%x:y:z)dV = TdA = divjidv
a° _ @li2) T VT
wobei die letzte Umformung 777 7
dividv = TdA
B F

aus demGauss'schen Integralsatz folgt. Damit ergibt sich insgesamt:

—@;’/0: divj (Kontinuit atsgleichung )

Aus der Kontinuit atsgleichung folgt

L @ 63 @, o _ . . @
divj = @to = @t odivE =div O@F
=) div T+ "0@@F =0
= n @ L)
T+ O@F Maxwell 'scher Gesamtstrom
"0—@E Verschiebungstrom
@t

Ersetzt man nun in Glg. (6.4) T durch | + "0@{:‘, so sind die Gleichungen (6.3) (6.6)
widersruchsfrei und man ertelt die Maxwell ‘sc@men Gleichungen ér das Vakuum

@
tE= =B
ro ar
divB =0
0,
divE = —A)
0

. @
otB = of + "o o~F
of t o O@t
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7. Partielle Di erentialgleichungen

7.1. Wellengleichung

7.1.1. Homogene Di erentialgleichung und homogene Randbe dingung
homogene DGL: Ut = CUyy
homogene RB: u;t) = u(l;t)=0
AB: u(x; 0) = f (x); ur(x; 0) = g(x)

Produktansatz: u(x;t) = X (x) T(t) =)

N nc .. nc .n
un(x;t) = an cosl—t + b, sin I—t sin I_X

Superposition:
X nc . nc . n
u(x;t) = an cosl—t + Iy, sin I—t sin I_X
n=1
Bestimmung der Koe zienten an;h, aus den AB:
Z n 2 %1 n
apn = - f(x)sin—xdx; b= —  g(x)sin —xdx
I o I nc o I

7.1.2. Inhomogene Di erentialgleichung und homogene Rand bedingung
inhomogene DGL: Ug = Cuy + ' (X;1)
homogene RB: uO;t) = u(l;t)=0
AB: u(x; 0) = f (x); u(x; 0) = g(x)
Ansatz:  u(x;t) = w(x;t) + z(x;t) mit

w Lesung der hom. DGL + hom. RB + AB
Lesung: Siehe 7.1.1

z Lesung der inhom. DGL + hom. RB + hom. AB

{ Ansatz fur z:

* "
z(x;t) = Zn(t)sin I_X (7.1)
n=1

{ Entwicklung von ' (x;t) bzgl. x in eine Fourierreihe:

R . n
"(x;t) = " n(t)sin I_X (7.2)
n=1

88



Durch Einsetzen von (7.1) und (7.2) in die inhom. DGL erhalt man nach Koe zienten-
vergleich eine gewhnliche DGL fur Z,,(t):

z%) + czgzn(t)z a):n=1:2::

mit den AB Z,(0) = Z9(0)=0

7.1.3. Inhomogene Di erentialgleichung und inhomogene Ra ndbedingung

inhomogene DGL: Ug = ClUy + ' (X;1)
inhomogene RB: u(0;t) = r(t); u(l;t) = s(t)
AB: u(x; 0) = f(x); ue(x; 0) = g(x)

Ansatz:  u(x;t) = w(x;t) + z(x;t) mit
z(x;t) = r(t)+ (s(t) r(1)
Fer w(x;t) ergibt sich damit eine DGL mit homog. RB:
Wit = CWy + ' (X;1)
w(0;t) = w(l;t) =0
w(x; 0) = f (x); wi(x;0) = g (x)
mit
(xt)y="(xt) zg(xt)
f xX)= f(x) z(x;0)
g (x)= 9(x) z(x0)
Lesung: Siehe 7.1.2

7.2. Di usionsgleichung

7.2.1. Homogene Di erentialgleichung und homogene Randbe dingung

homogene DGL: Ut = C2Uxy
homogene RB: uO;t) = u(l;t)=0
AB: u(x; 0) = f(x)
Produktansatz: u(x;t) = X (x) T(t) =)

C2n2 2t . n
un(x;t) = ane 2 sml—x

Superposition:
X C2n2 2t . n
u(x;t) = ane ~ 17 "sin I_X
n=1
Bestimmung des Koe zienten a, aus der AB:
Z

ay = f (x)sin ”I—x dx

I o
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7.2.2. Inhomogene Di erentialgleichung und homogene Rand bedingung
inhomogene Dgl: Uy = Cuy + ' (X;t)
homogene RB: uO;t) = u(l;t)=0
AB: u(x; 0) = f (x)
Ansatz:  u(x;t) = w(x;t) + z(x;t) mit

w Lesung der hom. DGL + hom. RB + AB
Lesung: Siehe 7.2.1

z Lesung der inhom. DGL + hom. RB + hom. AB
{ Ansatz fur z:

X n
z(x;t) = Zn(t)sin I_X (7.3)
n=1

{ Entwicklung von ' (x;t) bzgl. x in eine Fourierreihe:

R n
varphi(x;t) = " n(t)sin I_X (7.4)

n=1
Durch Einsetzen von (7.3) und (7.4) in die inhom. DGL erhalt man nach Koe zienten-
vergleich eine gewhnliche DGL fur Z,,(t):
n2 2
Z0o(t) + czl—zzn(t)z a):n=1;2:0
mit der AB Z,(0) =0

7.2.3. Inhomogene Di erentialgleichung und inhomogene Ra ndbedingung

inhomogene DGL: U = CPugy + ' (X;t)
inhomogene RB: u(O;t) = r(t); u(l;t) = s(t)
AB: u(x; 0) = f(x)

Ansatz:  u(x;t) = w(x;t) + z(x;t) mit
z(x;t) = r(t)+ (s(t) r(1)
Fer w(x;t) ergibt sich damit eine DGL mit homog. RB:

W = Cw + ' (Xt)
w(0;t) = w(l;t) =0
w(x;0)=f (x)
mit
(xt)y= " (xt) z(xt);
f (x)= f(x) z(x;0):
Lesung: Siehe 7.2.2.
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7.3. Schwingende Membran

Wir betrachten einen BereichB in der xy-Ebene, der von der, Randkurve\ @ Bbegrenzt wird,
siehe Abb. 7.1. Eine ainne, homogene Membran setiber @ Bgespannt.
Gesucht ist die Auslenkung
z=z(xy;t)

der Membran aus der Ruhelage im Punkt &;y) zur Zeit t.

y

Abbildung 7.1.: Bereich

Di erentialgleichung: Fur alle (x;y) 2 B,t> 0

= 2= (2 + Zy):
Randbedingung: Fur alle (x;y) 2 @B
z(x;y;t) = " (xy;t)
Anfangsbedingung: Fer alle (x;y) 2 B

z(x;y;0) = £ (Xy);
zi(x;y; 0) = g(x;y):

Wir fordern (analog zur schwingenden Saite)
f(xy)=9(xy)=0

fur alle (x;y) 2 @B
Fur einen beliebigen BereichB kann die Lesung hier nicht angegeben werden. Wir betrach-
ten nur den Spezialfall der rechteckigen Membran.

7.3.1. Rechteckige Membran

Betrachte
B= (xy)2R?>j0O<x<a; O<y<b
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X

Abbildung 7.2.: Rechteckige Membran

Randbedingung: Furalle 0 y b

z(0;y;t) =0;
z(a;y;t)=0:
Furalle 0 x a
z(x;0;t)=0
Anfangsbedingung: Feralle 0 x a
z(x;b;t) =0:

Fur alle (x;y) 2 B

z(x;y;0) = f(x;y);
z(x;y;0) = g(x;y):

1. Trennung von Zeit- und Ortsvariablen

z(xy;t) = H(xy) T(1);
ze = Hxy) TRw);
Zxx = Hxx (X y) T(t);
Zyy = Hyy(X3y) T(1):

Eingesetzt in die Di erentialgleichung ergibt das

H 7% ¢ (Hyx T+Hy T)
und nach Division durchc® H T
;—_C:_o: Hi(HXX + Hyy) = TH = =const.;
also eine gewhnliche Di erentialgleichung fer T(t),
T® ¢¢ T=0;
und eine partielle Di erentialgleichung fer H(Xx;y) (Helmholtz -Gleichung),

H H=0:
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2. Trennung der Ortsvariablen

H(xy) = F(x) G(y);
Hxx FO?X) G(y);
Hyy = F(x) G%y):

Eingesetzt liefert das
FPG+F G® F G=0;

also F00 00
F G
und somit F 00 o0
— = — = =const.
iz 125

von x abh. von y abh.
Es ergeben sich also die zwei gaknlichen Di erentialgleichungen
F®  F=0;
G%% ( ) G=0:

3. Lesen der gew ohnlichen Di erentialgleichungen unter Ber eicksichtigung der
Randbedingung
z(0;y;t) = F(0) G(y) T()=0 ) F(0)=0
z(a;y;t) = F(a) G(y) T(t)=0 ) F(@=0
z(x;0;t) = F(x) G(O) T(t)=0 ) G(O)=0
z(x;b;t)= F(x) G(b T(t)=0 ) G(b)=0:

Fur F(x) ist folgendes Problem analog zum Problem bei der schwingelen Saite zu
losen:
F® F=0; F(©0)=0; F(ay=0:

Setze = p? p2 R und erhalte die Lesung
F(x)= A cospx+ B sinpx:
Die eingesetzte Randbedingung liefert

F@O)=0: A=0
F(@=0: B sinpa=0;

somit B = 0 oder sinpa= 0, was wiederumpa= m , m 2 N, bedeutet. Somitp= T,
also sind die Eigenwerte

- 2 m 2

= p = ?
und die Eigenfunktionen

. m
Fm(x):sm? X; m2N:
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Fur G(y) ist folgendes Problem zu bsen:
G%( x) G=0; G(0)=0; G(b=0:

Setze = ¢?, somit
G(y) = Acosgy+ B singy:

Die Randbedingung liefert
G0)=0: A=0
G(b=0: B singb=0;

somit gb=n ,n2 N, alsoq= T-. Das liefert die Eigenfunktionen

Gn(y) =sin % y; n2N:

Die gemeinsamen Eigenwerte sind also

_ > m 2 n 2
L )
Di erentialgleichung f ur T(t):
T 27T =0:
Setze
= 2 - m oz, n 2.
m;n mn n b )
somit
T% & 2, T=0;
d.h.

Ton(t) = Amn €OSC qnt+ Bmn SINC mp t:
Zusammen ergibt das

Zmn (X;Y51) = Fm(X) Gn(y) Tmn (1)

. .. m ..n
=(Amn €COSC mnt+ Bmn SINC mnt) sm?x sin—

b
Die Funktionen zm, (X;y;t) erfullen die Di erentialgleichung und die Randbedingung!

y:

. Superpositionsprinzip und Ber eicksichtigung der Anfangsbedingung . Setze
X
z(xy;t) = zmn(XY;t)
m;n
R m n
= (Amn €OSC mnt+ Bmpn SINC pnt) sin—x sinFy:
m=1 n=1 a
Die Anfangsbedingung lautet
R X
z(x;y; 0) = Amn Sin m—x sinn— 2 f(x;y);
m=1 n=1 a y
xR . m .n !
zi(x;y; 0) = Bmn € mn sin—x sin—y = g(x;y):
m=1 n=1 a
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a) Wir setzenf und g schiefsymmetrisch auf a<x<a bzw. b<y<b fort.
b) Wir setzen f ung g periodisch mit der Periode 2a (in x) und 2b (in y) fort.

Jedenfalls lonnenf und g in Doppel-Fourier-Sinusreihen entwickelt werden:

X R ..m .n
f(x;y) = amn SIN—X smTy;
m=1 n=1 a
X X
ax;y) = Bn sin_x sin%y;
m=1 n=1 a
somit
a —4zabe(X')sinmxsinn dx dy;
mn = —p ‘=0 _y=0 Y a by Y,
z a YA b
Bn = i (X;y) sinm—x sinn—y dx dy:
n ab .o y=0 a(X; a b :

Koe zientenvergleich in der Anfangsbedingung liefert schlie lich

Z a Z b
Amn = @pn = 4 f(x;y) sinm—x sinn—y dx dy;
mn mn ab <=0 y:O ’ a b ’
Z a b
Bmn = bBnn = 4 a(x;y) sinm—x sinn—y dx dy:
mn n ab <=0 y:() ’ a b .
7.3.2. Kreisfermige Membran
Di erentialgleichung
mit Kr = f(x;y) 2 R?j x?+ y? <R ?g,
Randbedingung
U=0 auf @k;
Anfangsbedingungen folgen sater.
Polarkoordinaten:
p
X = r cos' r = x2+y2
y=rsin' ' = arctan Y
X
Somit
X
Fx = F;
1 = 1 l = l.
T 1+ y 2 X2 r2’
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Mit U(x;y;t) = u(r; ;t ) gilt also

Ut = Ut
1 X y
UX = Urrx + U X = FUr r—zu
1 x2 X X y 2xy Xy Y&
U = —Uf —Ur+ = =u Zup o+ —-u —ZUup + ue =
XX ForoEer Ty re 7 Ur r4 p3or 4
2 2 2
X 2xy y y 2xy
= 2l U Figun T igur T ogu
2 2 2
_y 2xy X X 2xy
Uyy = U 3 ur + U + 3 + —au (analog)
Ur = CZ(Uxx + Uyy)
1 1
Ug = & Uy + Supt U = 4 u:

Annahme: radialsymmetrisches Problem, d.h.u hangt nicht vom Winkel ' ab. Dies fuhrt
zur Di erentialgleichung

Ui = c? Uy + %Ur
mit der Randbedingung
ulR;t)=0
und den Anfangsbedingungen
u(r; 0) = f(r)
ue(r; 0) = g(r):
(Annahme: AB seien auch radialsymmetrisch, da diese auf radlsymmetrische Lesungen

fuhren.)

1. Schritt Produktansatz:
u(r;t) = W(r)T(t):
Somit

1
WT= ¢ WOT + 2wer

TP 1 1

- = W% WO = g2
2T W r
(wobei k konstant), also
1
W %% FW°+ k?W =0 (7.5)
T%% K*c*T =0 (7.6)

mit der Randbedingung

u(R;t) = W(R)T(t) =0
W(R)=0:
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2. Schritt  Lesen der Di erentialgleichung fer W

s=kr, W (r)= w(s); WO°= Wog—f = kw; W= k2w®

Aus (7.5) ergibt sich

k2wO0+ Ekw°+ k?w = 0;
also 0

w2t w=o;
s

eine Bessel sche Di erentialgleichung (siehe Anhang A.2) zum Index = 0 mit der L esung

w(s) = c1do(s) + ¢2Yo(s):

Da Yyo(s) fur s! 0 gegenl strebt, die Lesung aber #ir r | 0 beschmnkt sein soll, wahlen
wir ¢; = 0. D.h.
W(r) = Jo(kr):
Die Randbedingung lautet
W (R) = Jo(kR) =0:

Wahle k so, dasskR eine Nullstelle der Bessel funktion Jg ist:
kR= n

mit Jo( m)=0furm=1;2;:::.
Eigenwerte:
Km = —,;
R
Eigenfunktionen:
Wi(r)= Jo —r

R
Far T(t) gilt
TO% k2T =0; kmC= m
T%% 2T=0;
also
T(t) = am cos mt+ by sin pt:
Damit ist

Um(rt) = Wi (N Tm(t) = Jo Fmr (am COS mt+ by sin mt):

Eigenschwingungen: Die Frequenz ist

- _m_ C
Vm—2 ka
- Sy = C 1
i=ski= o R
_ C 2
V2—2 R
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3. Schritt  Superposition:

pS
u(r;t) = Un(rt) = (am cos mt+ by sin mt)Jo Fmr
m=1 m=1
ist Lesung der Di erentialgleichung, die die Randbedingung eréllt. Betrachte Anfangsbedin-
gung
u(r; 0) = f (r);

also

X m
amJO ?r = f (I’)
m=1

Satz 7.1. Fur jedes festen 2 Ng bilden die Bessel funktionen

Jn Ly +Jn 2y pil

R R
auf [0; R] eine orthogonale Funktionenfamilie bzgl. der Gewichtsfuktion = r, d.h.
D i E Zr i .
Jn ' Jn ﬁjr :(0 rdn ' Jn ﬁj dr =
0 fur i 6 j
B2 (1) fari=j’
Daher ist
rf (r)Jo -&r dr 2 ZR
0 0 R _ m .
= R = rf(r)do —r dr
" g o R2IE( m) R

Aus dem 2. Anfangswert
ue(r; 0) = g(r)

ergibt sich
)4 m
bn mJo Fr = g(r)

m=1

und somit

R
_rg(r)do &r dr

RZJZ( m)
22 ZR
S rg(r)do —r dr:
T R ) o 9 R

7.4. Potential einer Kugel
Wir betrachten die Potentialgleichung im R3

4U=0
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in x2+ y?2+ z? < R? oder x? + y? + z2 > R ?, wobei einmal der Innenraum und dann der
Au enraum der Sphare mit dem Radius R betrachtet wird.
In Kugelkoordinaten:

X = r cos' sin#

y = rsin' sin# u(xy;z) = u(ns# )
Z = r cos#
und somit
4u=u +gu+iu +%u+;u
T T 2T T TR T g2 ¢
1 u 1 ) u 1 u
@ 20u, @ inalY . @

12 ar " @r " snEa# @#%  Sint# @F

Auf der Kugelober acheK : x?+ y?+ z2 = R? sei eine elektrische Ladungsverteilung von
folgender Form vorgegeben:
u(R;# )= f(#):

Gesucht ist das elektrostatische Potential im Innenraum bzav. im Au enraum. Im zweiten
Fall tritt noch die Bedingung
rIlilrn u(; # )=0

dazu.
Da das Potential auf K nicht vom Winkel ' abhangt, wird es im Raum von' unabheangig
sein, d.h.u = u(r;#). Wir betrachten also folgendes Randwertproblem:

@ ,@u 1 @ ., @u _
a@r r @r + Sn# @# sm#@# =0 (7.7)
u(R;#) = f (#) (7.8)
rIlilm u(r;#) =0 (f ur Auenraumproblem) : (7.9)
Produktansatz
u(r;#) = G(r) H(#);
also
lg(r2(3°(|r)) = 7i(sin#H Y#)) = k (const.)
Gdr ~ Hsin# d# - '
und somit
1 d, . _
m@(sm#H‘§+ kH =0 (7.10)
d—dr(rzecb kG =0: (7.11)
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Lesung von (7.11)
r’G% 2rG° kG =0;

eine Euler'sche Di erentialgleichung, die mit dem Ansatz G(r) = r auf

2 + k=0;
also r
1 1
5 = Z Z+k
k2= 2 1

fuhrt. Zur Vereinfachung setzen wir k = n(n + 1), somit

1= 2= (n+1)
Gn(r)=r"; G,=r "%

Lesung von (7.10) Substituiere

COS# =: w
sinff#=1 w?
. d
i sm#m
H@#) = R(w)

und erhalte so
@ wHHRP 2wH%+ nin+1)H =0

(Legendre'sche Di erentialgleichung, siehe Anhang A.1).Fur n =0;1;2 erhalten wir als
Leosungen die Legendre'schen Polynome

Hn(w) = Py (W) = Pp(cos#):

Anmerkung: Man kann zeigen, dass es notwendig isth 2 Ng zu wahlen, um eine auf

1 w loder0 # stetig di erenzierbare Funktion zu erhalten. Damit gilt
Up = Anr"Ph(cos#); An 2R (far Innenraumaufgaben geeignet)
B .
u, = rn—fan(cos#); Bh2R (far Au enraumaufgaben geeignet)

7.4.1. Innenraumproblem
Die Funktionen u, sind Lesungen der Di erentialgleichung (7.7), die im Ursprung regular
sind. Eine Superposition liefert
R
u(r#) = Anr"P,(cos#):
n=0
Die Randbedingung (7.8) lautet

h 3
u(R;#) = ARR"P,(cos#) = f (#):
n=0
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Die Funktion f wird also (in eine verallgemeinerte Fourier-Reihe) nach de Legendre-
Polynomen entwickelt:

f (#) = f (arccos(cost)) = f(w)
hs 3
= nPn(w) = nPn(cos#)
n=0 n=0

mit
Ry

bf‘(w) Pn(w) dw

"1 P2(w) dw

=L P (cos#) sin# d#:
0

2

Daraus folgt zunachst A, = & und schlie lich fur die Lesung des Innenraumproblems

S
u(r#) = Anr" P, (cos#)
n=0
mit Z
M*L o )P (cost) sin# d#:
2R" : '

An =

7.4.2. Auenraumproblem
Die Funktion

. X. Bl’l
u(n#)= rn—+1Pn(cos#)
n=0
erfullt die Di erentialgleichung (7.7) und die Randbedingung (7.9). Analog zu den vorigen

Uberlegungen folgt aus der Randbedingung (7.8)

VA
B 2n+1 _
anl B . f (#)Pn(cos#)sin# d#

die Losung des Au enraumproblems in der Form

R B,
u(n#)= r—P” (cos#)

n+1
n=0

mit on+1 Z
B, = ”TR”+1 f (#)P, (Cos#) sin# di:
0

7.5. Warmeleitung auf der Kreisscheibe
Wir | esen das Warmeleitungsproblem

4 u= aly
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mit

u(x;0) = f (% fur kxk R;
u(x;t)=0 fur kxk = R;
bzw. % *t)=0 fur kxk = R:

Dazu setzen wiru(x;t) = X (%)T(t) an. Dies ergibt fer die Warmeleitungsgleichung

4x LT
— = a“ =
X T

Da die linke Seite nur von der Ortsvariablen, die rechte nur wn der Zeit abhangt, meissen
beide konstant sein, also = 2 (die Wahl der Konstanten 0 wird sich spater rechtfertigen).
Wir bekommen daher zwei Gleichungen

4X = 2X

a’T%=  2T:

Die zweite Gleichung wird durch T(t) = exp a;t gelost; die erste bleibt noch zu bsen.

Dazu fahren wir Polarkoordinaten ein und erhalten mit X (%) = X (r;" )

4X(r;' ): @_X+ }@(+ i@:
@f r@r rZ@®2

Mit dem Produktansatz X (r;" ) = P(r) ( ') erhalt man

150 1o oo 2
FP+r_2P_ P

2x:

poo4

und nach Division durch P und Ordnen
00 0 00
2P Py 2
P P
Die linke Seite hangt nur von r, die rechte nur von' ab, wodurch beide Seiten konstant
= 2 sein messen.
Wir | esen zuerst

r

00— 2 .

wobei sich aus der notwendigen Periodiziit von die periodischen Randbedingungen
©@=@2 ) ud Y= %2)
ergeben. Die losungen lauten dann
('")=Acos' +Bsin"
wobei die Randbedingungen noch zu e#fllen sind:

0= A=(2 )= Acos2 +Bsin2
%)= B = %2 )= Asin2 + B cos2:
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Als Gleichungssystem inA und B aufgefasst, hat dies genau dann eine nicht-triviale bsung,
wenn die Determinante
(cos 2 1)? +sin?2

verschwindet. Dies ist o ensichtlich nur fur 2 Z meglich (wir wahlen = k 2 Ng).
Es verbleibt noch die Gleichung

1,0 K2

poo, *
r r2

P=Z> (P)° = = ?p (7.12)
unter der Randbedingung P(R) = 0 (bzw. P{R) = 0) zu | esen. Eine zweite Randbedin-
gung wird sich ausjP (0)j < 1 ergeben. Die obige Gleichung ist deBessel schen Di eren-
tialgleichung sehr ahnlich und kann durch die Variablensubstitution t = r auf eine solche

transformiert werden:

dP _dPdt _ dP
dr — dtdr  dt
®?P _ &P dt *_ ,d?P

dr2 ~ dt2 dr = dt?
und somit

t2 t 2 LD —A-
— P+ — RP+(t° k9P =0:

Leosungen dieser Gleichung é&nnen durch die Bessel -Funktionen erster Art Jx und die
Bessel -Funktionen zweiter Art Yy angegeben werden (siehe Anhang A.2). Die Randbedin-
gung, dassP im Ursprung beschmnkt bleiben soll, fehrt dazu, dass der Anteil von Yy an der
Lesung verschwinden muss. Es gilt daher

P(r)= J(r);

wobei nun noch die zweite Randbedingund® (R) = 0 (bzw. PYR) = 0) erf ullt werden muss.

Wir bezeichnen nun mit i(k) die i-te Nullstelle der k-ten Bessel -Funktion (bzw. mit i(k) die
i-te Nullstelle der Ableitung der k-ten Bessel -Funktion); wegen der Gleichung (7.12) sind
die Funktionen Ji(r ) genau fur

(k) (k)

=1 _ p i = _1
R 2 R
Leosungen des obigen Randwertproblems.
Wir haben also spezielle bsungen folgender Gestalt erhalteni( 1,k 0):

I 0 I
(k) (k)" 2

Uik (1) = Jg '?r (A cosk' + B sink' )exp @ aI—R tA

(bzw. analoge Losungen unter Verwendung von i(k)). Es verbleibt noch nachzuprifen, ob

mit Linearkombinationen dieser Lesungenalle Anfangsbedingungen erdllt werden kennen.
Dazu bemerken wir wieder, dass nach dem Entwicklungssatz diLinearkombinationen der
Eigenfunktionen von (7.12) dicht im Raum der stetigen Funktionen auf [ R] liegen; ebenso
liegen die trigonometrischen Funktionen dicht im Raum der getigen Funktionen auf [0;2 ].
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Dann liegen aber nach dem Satz von Stone-Weiterstra die Prdukte solcher Funktionen dicht
im Raum der stetigen Funktionen auf dem Kreis.

Letztendlich messen wir noch kiaren, wie die Koe zienten in der Entwicklung einer
Funktion f(x) = f(r;" ) nach den oben erhaltenen Funktionen zu gewinnen sind. Dazu

bemerken wir, dass wegen der Orthogonalét von Eigenfunktionen von Sturm-Liouville-
(k)
Problemen die LesungenJx —-r paarweise orthogonal besglich des Skalarprodukts

R
hp;ag = OR p(r)q(r) r dr sind. Daher sind alle erhaltenen speziellen ésungen paarweise
orthogonal bezlglich des Skalarproduktes
ZRrZ;
H;gi = f(r;" )o(r;" ) rdrd:
0 o

Die Koe zienten ai(k) und q("’ in der Entwicklung

b3 X X
tr)= a%p i(o)% ¥ I fk)é a® cosk' + ¥ sink
i=1 k=1 i=1
kennen daher durch
ZRri,
o_ 1 OF .. :
2} _2Ai(0) . Jo R f(r," )rdrd
Zg
r 2
AQ = g i(0)§ rdr
0
Z,Z
1 R 2
ai(k)z — Jk i(k)L f(r;" )rcosk'drd'
AW o o R
ZRrZ,
k_ 1 (k) T
b R Je R f(r," )rsink' drd
Zy -
(k) — (k)
A = J Sl—ordr
k 0 k i R
berechnet werden.
Als endgeiltige Lesung ergibt sich nun
0 I 1
b 0N
Y= et ) = ) © ' i
ut) = unst )= alde V= exp@ 1 tA+
o=ucit)= al% g en@ g
0 1, 1
xR (k)
J i(k)L a cosk' + M sink’ exp@ I tA;
k=1 i=1 R ar

(K

bzw. ein analoger Ausdruck mit ;

treten nur die Terme mit Jg auf.

. Im Falle einer radialsymmetrischen Anfangsbedingung
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A. Potenzreihenansatze bei gewehnlichen
Di erentialgleichungen

A.1l. Lesungen bei regularen Koe zienten

De nition A.1. Ein Punkt, in dem die Koe zienten p und q der Di erentialgleichung
y*% p(x)y°+ a(x)y = 0

analytisch sind, heit regularer Punkt der Di erntialgleichung.

Fur eine solche Di erentialgleichung kann man Lesungen mit Hilfe des Ansatzes
y(x)=  an(x xo)"
n=0
nden, wenn Xg ein regularer Punkt ist (Potenzreihenansatz).
Beispiel A.1 ( Legendre 'sche Di erentialgleichung). Betrachte
1 x?y"° 2%+ ( +1)y=0; 2R:

Dann ist xg = 0 ein regularer Punkt.

Ansatz:
p 3
y(X) = ame:
m=0
In die Di erentialgleichung eingesetzt liefert dies
ps A ¥
@ x5 mm Danx™ 2 2% mamx™ '+ ( +1)  amx™=0;
m=0 m=0 m=0
also
3
(Mm+1)(m+2ams2 +( m)( + m+1)ay))x™ =0:
m=0

Ein Koe zientenvergleich liefert die Rekursionsformel

( m( +m+1)
(m+1)(m+2) °

am+2 = am;m O
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Somit fur

m=0: a = %ao;
m=1: az = %aﬂ
_5. _ . c+3) (2 +1( +3)
m=2: = 3 2 a = 20 aop;
m=3: as = ( i)(S +4) az = ( X 3)5(| +2)( +4) aj:
Im Allgemeinen gilt also
= ( e D (+2 2k)((2;)!1)( +3)  (+2k 1)
_ ( HC 3 ( 2+ +2( +4) ( +2k) ( +2Kk) _
a1 = ( 1) oK+ 1), ay:
Damit folgt die L esung der Di erentialgleichung
y(x) = aop (x) + a1q (x)
mit
* (2 (+2 2&( +1) ( +2k 1)
- k 2.
PO= (D 20 X%
p 3
_ k(DO 3 ( Zk+1)( +2)  ( +2K) 4.
q00=" (D B D) X%+
k=0
Bemerkung. Die beiden Reihen konvergieren ¥r jxj < 1, die Funktionen p und g sind

linear unabhangig.

Spezialfall =n2N.

Rekursionsformel
( m( +m+1)

(m+1)(m+2) °’

Am+2 =

an.m O;

also far m =0
An+2 = An+4 = =0:
Fur n gerade bricht die Reihep,(x) bei x" ab, die Reiheq,(x) bricht nicht ab.

Fur n ungerade bricht umgekehrt die Reihepy(x) nicht ab, die Reihe q,(x) bricht bei x"
ab.

Die allgemeine losung enthalt daher auf jeden Fall ein Polynom P,,(x) und eine unendliche
Reihe Qn(X).
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Um P, anzugeben, ist esublich, a, so zu wahlen, dassP, (1) = 1:

_ (@)
" o2n(nn2’
_ (n In_ _ (2n 2)! .
& 2% Son DT Jn Din 20
2n 4)!
an 4

T 22In 2)i(n_4)
_( D*@n k)
& 2T akitn KI(n 2k

also
b S (D 20
nmaes o 2'KI(N K 2K)!
mit
fal "2 falls n gerade
2 n1 falls n ungerade
Somit:
Po(X) =1
P1(x) = x
1.2
P2(x) = §(3x 1)
P3(x) = :—2L(5x3 3x)
Pa(x) = %(35x4 30x? +3)
Far Q, gilt
1)gn (X n gerade .
Q= PrOHK) 9 ixj< 1

th(D)pn(x) n ungerade

(die Legendre -Funktion 2. Art).
Die allgemeine Losung ist dann

y(X) = ¢1Pn(X) + ©Qn(X); c1:¢ 2 R:

A.2. Lesungen bei schwach singuiren Koe zienten
De nition A.2. Die Koe zienten der Di erentialgleichung
y?% p(x)y%+ q(x)y =0
haben in x = xg eine Singularitat. Der Punkt xg heit schwach singur, falls die Funktionen

(x xo) P(x) und (x x0)* q(x)

in Xo analytisch sind.
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Die Potenzreihenmethode ist dann nicht mehr direkt anwendlar. Man verwendet einen
modi zierten Ansatz von der Form

y(x) = (x ><o)s)4 an(x xg)"; s2R
n=0
(Frobenius -Methode).
Beispiel A.2 ( Bessel 'sche Di erentialgleichung). Betrachte
x2y%% xyO+(x° 2y =o0; 0:

Sei zumchst x > 0. Somit ist xg = 0 ein schwach singukrer Punkt. Der Ansatz

y(x) = anx"*s
n=0
fuhrt auf
(32 2)a0X5+ (S+ 1)2 2 a1XS+1 + (S+ n)2 2 an+ an 2 Xn+S :0,
n=2
somit
(s> PHag=0
(Index-Gleichung), also
S12= ; ap60:
Da > 0 verschwindet fir s; = die Lesung im Ursprung, fr s, = wird die Lesung im
Ursprung unendlich!
1. 5=
_ an 2 |
= N2 +n)
also
ax+1 =0; k=1;23;:::;
( D*a
= ; k=1;2,3;::::
QKT A+ K vk 1) ( +D)
Einschub:
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Gamma-Funktion Die Gamma-Funktion ( x) ist de niert als
Z,

(x):= e 't Ydt (konvergent fur x > 0);
0

L=1:
Partielle Integration liefert
(x+1)= x (x);

also
2=1,; (=2; @#=6;

im Allgemeinen
(n+1)= n! furn2 Ng:

( x) ist also eine Verallgemeinerung der Fakulat!
Im Beispiel bedeutet das

(D2 ( +1ag .

a2k=22k+ K( +1+ K k=1;2,3;:::;
o (D2 (+1) g
3/(X)=i:’lok:0 225 K ( +k+1)x :
Es ist wblich, L
R RG]

zu wahlen und die Lesung dann mitJ zu bezeichnen, also

){- ( 1)kx2k+

Y= e v kD)
0

k=l
(Bessel -Funktion 1. Art zum Index , entspricht der regularen Lesung).

. Sp = (singulare Lesung suchen):

(2 +1)a;=0) a1 =0

mit der Forderung 6 3. (Der Fall = 3 wird spater behandelt.)
Es folgt mit
an= — M2 .o o2
" nn 2)° ’

die Besselfunktion 1. Art zum Index
% (1kx2 .
22k kI ( +k+1)°

J (x)=

Bemerkung (ohne Beweis). J , J konvergieren #r alle x, sie sind linear un-
abhangig, falls 2 N.
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Die allgemeine Losung ist dann
y(x) = cJ (X)+ cJ  (x):

Falls =n;n2 N:
(x)=1 furx=0; 1, 2, 3;:::;

also

300 = 9(1( l)kx2k n 1 +)@ ( 1)kx2k n
maes o 2K I( nTZk+1)} en 22X TKEC n+k+1)
=0
_( 1)n)4 ( 1)kX2k+n
- oo 22FNK! (n+ k+1)
=( )" (x):

Jn und J , sind also linear abhangig!

Gesucht ist nun eine zweite, vonJ, linear unabhangige Losung. Dakir gibt es mehrere
Meglichkeiten, eine davon ist

cos( )JJ (x) J (X)

Y (x)=

sin( )
(ohne Bewelis).
Fur 2 Zist Y eine Linearkombination vonJ und J , linear unabhangig vonJ .
Fer = n;n 2 N ist Y, nicht de niert, aber

Yn(X) = Iignn Y (X):
Dieser Grenzwert existiert, ist Losung der Bessel'schen Di erentialgleichung und linear
unabhangig von J,,.

Y (x) wird die Bessel -Funktion 2. Art zum Index  genannt.
Die Lesung ist in diesem Fall also

y(x) = cd () + c2Y (x); o:
ImFall = 3 gilt

"7

Ji= —sinx; x> 0
2 X
r =
2

J 1= —cosx; x>0
2 X

(ohne Bewelis).
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