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1. Vektoranalysis

1.1. Grundbegri�e (Wiederholung)

1.1.1. Vektorfeld

De�nition 1.1. Unter einem Vektorfeld im Raum versteht man eine Funktion

~v = ~V(x; y; z) =

0

@
P(x; y; z)
Q(x; y; z)
R(x; y; z)

1

A ;

die jedem Punkt (x; y; z) einen Vektor ~V zuordnet.

Beispiel 1.1. Beispiele f•ur Vektorfelder sind etwa das Gravitationsfeld oder daselektrosta-
tische Feld.

De�nition 1.2. Eine analoge De�nition ist f •ur ein Vektorfeld in der Ebene m•oglich; alles
schr•ankt sich auf nur mehr zwei Dimensionen ein:

~v = ~v(x; y) =
�

P(x; y)
Q(x; y)

�
:

Beispiel 1.2. Ein Beispiel f•ur ein Vektorfeld in der Ebene ist die ebene Str•omung auf einer
Wasserober
•ache.

1.1.2. Potential und Feldlinien

De�nition 1.3. Eine Skalarfunktion u = u(x; y; z) hei�t Potential des Vektorfeldes, falls

gradu = ~v:

De�nition 1.4. Eine Kurve, die tangential an den Feldvektor verl•auft, hei�t Feldlinie.

Folgerung. Ist ein zweidimensionales Str•omungsfeld gegeben durch~v =
�

P(x; y)
Q(x; y)

�
, dann

l•asst sich die Gleichung der Feldliniey = y(x) durch folgende •Uberlegung bestimmen: Die
Steigung der Feldlinie ergibt sich ausy0 = Q(x;y )

P (x;y ) = f (x; y), man erh•alt also zur Bestimmung

der Feldlinie eine gew•ohnliche DGL1 1. Ordnung.

1DGL = Di�erentialgleichung
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Beispiel 1.3. Sei ein logarithmisches Potential in der Ebene gegeben durch

u(x; y) = ln
1

p
x2 + y2

:

Dann ergibt sich das Vektorfeld aus

u(x; y) = ln
1
r

= ln( x2 + y2)� 1
2 = �

1
2

ln(x2 + y2)

~v = grad u = r u = �
1
2

r ln(x2 + y2) = �
1
2

 
2x

x2+ y2

2y
x2+ y2

!

=
�

� x
r 2

� y
r 2

�

= �
1
r 2

�
x
y

�
:

F•ur den Betrag dieses Vektorfeldes gilt

j~vj =
1
r 2

�
�
�
�

�
x
y

� �
�
�
�

| {z }
r

=
1
r

:

Je n•aher man also zur Ursprung kommt, desto st•arker wird das Feld. Dieses steigt zum
Ursprung hin ins Unendliche. Das Feld besitzt im Ursprung eine Singularit•at , d.h. das Feld
ist in diesem Punkt nicht zu betrachten.

Bemerkung. Im obigen Beispiel wurde die Operatorenschreibweise2 zur Darstellung des
Gradienten verwendet. Es gilt

r =
� @

@x
@
@y

�
:

1.1.3. Divergenz in der Ebene

Symbolisch kann die Divergenz als Skalarprodukt des Nabla-Operators mit dem Vektorfeld
verstanden werden. Es gilt

De�nition 1.5. Die Divergenz ist de�niert als

div ~v = r � ~v =
@P
@x

+
@Q
@y

:

Die Divergenz ist ein Ma� f •ur die Quellendichte (also f•ur das Vorhandensein von Quellen und
Senken) eines Vektorfeldes. Ein Feld istquellenfrei, wenn div~v = 0 gilt.

Beispiel 1.4. Beim logarithmischen Potential gilt ebenfalls div ~v = 0 bzw.

div ~v = div grad u = � u = uxx + uyy = 0 :

Es gilt: ln 1
r ist L •osung der partiellen DGL � u = 0 (Potentialgleichung).

2Dieser Operator wird als Nabla-Operator bezeichnet.
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Bemerkung. Ein weiterer wichtiger Operator ist der Laplace -Operator, der als

� = r � r = r 2 =
@2

@x2
+

@2

@y2

de�niert ist.
Aus obigen •Uberlegungen ergibt sich � u = div grad ~v. Im Fall des logarithmischen Poten-

tials ergibt sich so

~v = grad u =
1
r 2

�
� x
� y

�
=

�
� xr � 2

� yr � 2

�
;

� u = div ~v = � r � 2 � x(� 2r � 3 x
r

) � r � 2 � y(� 2r � 3 y
r

) = �
2
r 2 + 2

x2

r 4 + 2
y2

r 4

= �
2
r 2 + 2

r
r 4 = 0 :

1.1.4. Newton -Potential im Raum

Ein sehr wichtiges Potential ist das Newton 'sche Potential, das im Raum die Gleichung

u(x; y; z) =
1
r

= r � 1 =
1

p
x2 + y2 + z2

besitzt. Mit den inneren Ableitungen r x = xp
x2+ y2+ z2

= x
r , r y = y

r und r z = z
r erh•alt man

das zugeh•orige Feld

~v =
1
r 3

0

@
� x
� y
� z

1

A

Dieses Feld beschreibt z.B. dieGravitationskraft . be�ndet sich ein Zentralk•orper mit der
MasseM im Ursprund des Koordinatensystems, dann gilt unter Einbeziehung der Gravitati-
onskonstanten� (es handelt sich dabei um eine Naturkonstante) dasGravitationsgesetz:

~K =
M�
r 3

0

@
� x
� y
� z

1

A

F•ur den Betrag des Kraftfeldes gilt

�
�
� ~K

�
�
� =

M�
r 3

�
�
�
�
�
�

0

@
� x
� y
� z

1

A

�
�
�
�
�
�

=
M�
r 3 � r =

M�
r 2 :

Die Kraft, die auf die Einheitsmasse 8:314472 kg in einem Abstandr zur Zentralmasse wirkt,
wird also durch folgende Gleichung beschrieben:

F =
M�
r 2 :

Bemerkung. Das Newton 'sche Potential erf•ullt die Potentialgleichung f •ur u = 1
r : � u = 0.
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1.1.5. Divergenz im Raum

Analog kann die Divergenz im Raum de�niert werden. Es gilt

De�nition 1.6.

div ~v = r ~v =
@P
@x

+
@Q
@y

+
@R
@z

:

1.1.6. Rotation

Die Rotation ist ein Ma� f •ur die Wirbeldichte in einem Vektorfeld.

De�nition 1.7. Der Rotor ist de�niert als der Vektor

rot ~v = r � ~v:

In einem wirbelfreien Feld gilt rot ~v = ~0.

1.2. Arbeit im Kraftfeld und Kurvenintegrale in der Ebene

1.2.1. Bogenl•ange ebener Kurven

Gegeben sei eine KurveC in ihrer Parameterdarstellung C :
�

x = x(t)
y = y(t)

; t0 � t � t1.

Gesucht ist die Bogenl•ange dieser Kurve. Man unterteilt die Kurve in sehr kleine St•ucke und
ersetzt die Kurve durch die Verbindungsgeraden dieser Unterteilungen:

~x(t0)

~x(t1)
� x i

� yi

Die Bogenl•ange wird nun durch die Summe der L•angen der Geradenst•ucke approximiert:

s(t0; t1) �
N � 1X

i =0

q
� x2

i + � y2
i =

N � 1X

i =0

s

1 +
� y2

i

� x2
i

� x i =
N � 1X

i =0

p
1 + y0(� i )2 � x i :

Geht die Feinheit der Zerlegung gegen Unendlich, so konvergiert diese Riemannsumme
gegen das bestimmte Integral und somit gilt

s(t0; t1) =
Z x(t1 )

x(t0 )

p
1 + y0(x)2 dx:
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Beispiel 1.5. Wir berechnen die L•ange der oberen Halbkreislinie des Einheitskreises. Jeder
Punkt auf dieser Linie erf•ullt die Gleichung y =

p
1 � x2.

s(� 1; 1) =
Z 1

� 1

p
1 + y0(x)2 dx

=
Z 1

� 1

s

1 +
�

� x
p

1 � x2

� 2

dx

=
Z 1

� 1

r
1

1 + x2 dx

= arcsin(1) � arcsin(� 1)

= �:

Bemerkung. Falls die Gleichung der Kurve C nicht nach y au
 •osbar ist, k•onnen wir die
Bogenl•ange trotzdem berechnen:

s(t0; t1) �
N � 1X

i =0

q
� x2

i + � y2
i =

N � 1X

i =0

s
� x2

i

� t2
i

+
� y2

i

� t2
i

� t i =
N � 1X

i =0

p
_x(� )2 + _y(� )2 � t i :

Somit gilt

s(t0; t1) =
Z t1

t0

p
_x2 + _y2 dt:

1.2.2. Kurvenintegrale in der Ebene

Gegeben sei ein Vektorfeld (Kraftfeld) ~v in der Ebene, sowie eine KurveC. Gesucht ist die
Arbeit, die verrichtet wird, wenn sich ein Massenpunkt entlang der Kurve vom Anfang (Punkt
P mit t = � ) zum Ende (Punkt Q mit t = � ) bewegt.

P

Q

Nach der Formel W = ~F � ~s (Arbeit = Kraft mal Weg) ergibt sich eine sehr einfache Vor-
gehensweise, analog zur Berechnung der Bogenl•ange:

P=P0

P1

P2
P3

Q=P4

An der Teilstrecke
����!
Pi Pi +1 wird demnach die Arbeit

Wi = ~v(Pi ) �
����!
Pi Pi +1

9



verrichtet. Insgesamt ergibt sich durch Aufsummieren die Gesamtarbeit

W =
N � 1X

i =0

Wi =
N � 1X

i =0

~v(Pi ) �
����!
Pi Pi +1 :

Nun betrachtet man folgenden Grenzfall: Die Feinheit der Zerlegung geht gegen Null, d.h.
die Anzahl der gew•ahlten Zwischenpunkte steigt gegen Unendlich. Dann strebtdie Summe
der Teilarbeiten gegen das Kurvenintegral, und der Sehnenvektor

����!
Pi Pi +1 strebt gegen den

Tangentenvektor.
Die Arbeit in einem Kraftfeld ist auf diese Weise also folgenderma�en de�niert:

W =
Z �

�
~v(x(t); y(t)) d~s:

Dabei ist d~s das vektorielle Bogenelementin Tangentenrichtung. F•ur den Betrag dieses Bo-
genelements gilt

jd~sj =
p

_x2 + _y2 dt:

Daraus folgt f•ur die Bogenl•ange die wohlbekannte Formel

s =
Z �

�
ds =

Z �

�

p
_x2 + _y2 dt:

F•uhrt man nun noch den normierten Tangentenvektor ~t0 ein, dann gilt als weitere Beziehung
d~s= ~t0 ds. F•ur den Tangentenvektor selbst gilt in Komponentenschreibweise

~v =
�

P
Q

�
) ~t0 =

�
cos] (~t; x-Achse)
cos] (~t; y-Achse)

�
:

Die zwei Cosinusse werden auch alsRichtungscosinussebezeichnet. Nun kann das Kurvenin-
tegral auch noch in folgender Form geschrieben werden:

W =
Z �

�

�
P(x; y; z) cos] (~t; x ) + Q(x; y; z) cos] (~t; y)

�
ds

Die Berechnung des normierten Tangentenvektors erfolgt wie gewohnt durch Ableiten nach
dem Parameter und Normierung, man erh•alt

~t0 =

�
_x
_y

�

p
_x2 + _y2

:

Das Kurvenintegral selbst kann nun ebenfalls in Parameterform bestimmt werden:

W =
Z �

�
~v d~s=

=
Z t1

t0

~v~t0

p
_x2 + _y2 dt

| {z }
ds| {z }

d~s

=

=
Z �

�
[P(x; y) _x + Q(x; y) _y] dt:
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Setzt man weiters als Vereinfachungendx = _x dt und dy = _y dt, so ergibt sich als vereinfachte
vektorielle Schreibweise

W =
Z

C
P dx + Q dy =

Z

C
~v d~x

Beispiel 1.6. Gegeben sei das Vektorfeld~v =
�

x
y

�
und der IntegrationswegC1 : ~x(t) =

�
t
t

�

mit 0 � t � 1:

(1/1)

C1

y

x

Man beachte, dass der Integrationsweg eineOrientierung aufweist. Die Integration entlang
C1 ergibt

W =
Z

C1

~v d~x =

=
Z

C1

P dx + Q dy =

=
Z

C1

x dx + y dy
x= y= t; dx = dy= dt

=

=
Z 1

t0

(t dt + t dt ) =

= 2
Z 1

t0

t dt = [ t2]10 = 1 :

Beispiel 1.7. Betrachtet man nun dasselbe Feld, aber einen anderen Integrationsweg, n•am-
lich den ausC2 und C3 zusammengesetzten Weg von (0=0) nach (1=1):

(1/1)

C3

y

xC2

Die entsprechende Parametrisierungen der beiden Teilwegelauten

C2 : ~x(t) =
�

t
0

�
; 0 � t � 1

und

C3 : ~x(t) =
�

1
t

�
; 0 � t � 1
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Die Kurvenintegrale •uber die Teilstrecken sind

Z

C2

~v d~x =
Z 1

t0

t dt =
�

t2

2

� 1

0
=

1
2

und Z

C3

~v d~x=
Z 1

t0

t dt =
�

t2

2

� 1

0
=

1
2

:

Bemerkung. In diesem Beispiel h•angt das Kurvenintegral nicht vom gew•ahlten Weg ab,
denn es gilt

R
C1

=
R

C2
+

R
C3

. Die physikalische Arbeit, die verrichtet werden muss, um vom
Anfangspunkt zum Endpunkt zu gelangen, h•angt nicht vom gew•ahlten Weg ab.

Dies f•uhrt uns zur

De�nition 1.8. Ein Kurvenintegral hei�t wegunabh•angig, falls es nur vom Anfangs- und
Endpunkt abh•angt, nicht vom zur •uckgelegten Weg.

P Q

Es gilt also f•ur beliebige WegeC1, C2 von P nach Q
Z

C1

=
Z

C2

:

Folgerung. Daraus ergibt sich als Folgerung, dass bei Wegunabh•angigkeit das Integral ent-
lang einer geschlossenen Kurve Null ist. F•ur C = C1 � C2 (das negative Vorzeichen steht hier
wegen der Orientierung der Kurven) ist also

Z

C
=

Z

C1

�
Z

C2

= 0 :

Bemerkung. Bei Wegunabh•angigkeit wird entlang geschlossener Wege keine Arbeit verrich-
tet.

Notation 1.9. Integrale entlang geschlossener Wege hei�enRingintegrale. Diese werden als
Z

C
=

I

C
=

I

geschrieben.
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1.2.3. Satz von Green-Riemann

De�nition 1.10. Eine Menge M � Rn hei�t zusammenh•angend, wenn sich je zwei Punkte
x; y 2 M durch eine stetige Kurve verbinden lassen, die ganz inM liegt.

De�nition 1.11. Ein Gebiet ist eine o�ene, nichtleere und zusammenh•angende Teilmenge
desRn .

Ein Gebiet B hei�t einfach zusammenh•angend, wenn sein Rand RdB zusammenh•angend
ist.

B

Einfach zusammenh•angendes Gebiet.

C

Nicht einfach zusammenh•angendes Gebiet.

Bemerkung. Anschaulich gesprochen ist ein einfach zusammenh•angendes Gebiet ein
"
Gebiet

ohne L•ocher\.

Bemerkung. Die Orientierung des Randes wird so gew•ahlt, dass der nach au�en zeigende
Normalvektor ~n und der Tangentenvektor ~t ein Rechtssystem(~n;~t) bilden.

De�nition 1.12. Ein Normalbereich By bez•uglich der y-Achse ist eine Teilmenge desR2, f•ur
die es Grenzena; b2 R und Funktionen g; h : R ! R gibt, sodass

By = f (x; y) : a � x � b; g(x) � y � h(x)g:

(F •ur festesx entspricht der Bereich also genau der Streckeg(x) � y � h(x).)
Analog de�niere einen NormalbereichBx bez•uglich der x-Achse als

Bx = f (x; y) : c � y � d; g(y) � x � h(y)g:

Bemerkung. Einen Normalbereich kann man sich folgenderma�en vorstellen:

"
Sticht\ man in einen Normalbereich By bez•uglich y-Achse in y-Richtung, verl•asst manBy

ein einziges Mal und betritt es nie wieder (ebensoBx in x-Richtung).

Bemerkung. Jeder Bereich l•asst sich in Normalbereiche unterteilen, wobei sich die Orien-
tierung von

"
Schnittst •ucken\ gegenseitig aufhebt.
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B

C

Kein Normalbereich.

C1

C2

Aufteilung in Normalbereiche.

De�nition 1.13. F•ur ~x0 2 Rn und r 2 R bezeichneB r (~x0) die Menge aller Punkte, deren
Abstand von ~x0 kleiner als r ist.

Bemerkung. Im R2 entspricht das einem Kreis mit Mittelpunkt ~x0 und Radius r , im R3

einer Kugel.

Satz 1.1. Sei B ein Bereich und C = Rd B sein Rand. Sei weiters~v =
�

P
Q

�
ein (stetig

di�erenzierbares) Vektorfeld. Dann gilt
I

C
P dx + Q dy =

ZZ

B

�
@Q
@x

�
@P
@y

�
dx dy:

Beweis. Sei ohne Beschr•ankung der Allgemeinheit B = By ein Normalbereich bzgl.y-Achse
(ansonsten zerlege den Bereich gem•a� voriger Bemerkung in mehrere Normalbereiche). Dann
kann das Bereichsintegral geschrieben werden als

ZZ

B y

@P
@y

dx dy =
Z b

a
dx

Z h(x)

g(x)

@P
@y

dy

=
Z b

a
P(x; h(x)) � P(x; g(x)) dx

= �
Z

C
P dx:

(Beachte, dassC entgegengesetzt zuh und g durchlaufen wird, daher das negative Vorzeichen!)
Analog erh•alt man ZZ

B y

@Q
@x

dx dy =
Z

C
Q dy

und schlie�lich durch Addieren die gew•unschte Aussage. �
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Folgerung. Sei ~v =
�

P
Q

�
ein stetig di�erenzierbares Vektorfeld in einem einfach zusam-

menh•angenden GebietG. Dann sind Kurvenintegrale •uber ~v genau dann wegunabh•angig,
wenn die Integrabilit •atsbedingung (IB)

@Q
@x

=
@P
@y

erf•ullt ist.

Beweis. �
"
=) \: Sei (IB) erf •ullt. Sei nun C eine beliebige geschlossene Kurve, die einen

Bereich B � G einschlie�t, also C = Rd B . Dann gilt aufgrund des Satzes von Green-
Riemann I

C
P dx + Q dy =

ZZ

B

@Q
@x

�
@P
@y

| {z }
=0 wegen (IB)

dx dy = 0 :

Somit ist das Kurvenintegral wegunabh•angig.

�
"
( =\: Sei nun umgekehrt ~v wegunabh•angig. Betrachte einen Punkt ~x 2 G und eine

"-UmgebungB " (~x) � G um ~x. Da ~v wegunabh•angig ist, ist das Kurvenintegral entlang
C = Rd B " (~x) I

C
P dx + Q dy = 0 :

Dies ist lt. Satz von Green-Riemann gleich dem Bereichsintegral •uber B " (~x), welches
f•ur " ! 0 gegen@Q

@x � @P
@y strebt. Das muss aber 0 sein, also folgt@Q

@x = @P
@y (IB). �

Bemerkung. F•ur nicht einfach zusammenh•angende GebieteG (also Gebiete mit
"
L•ochern\)

gilt die Aussage nicht. Eine geschlossene Kurve inG kann dann einen Bereich einschlie�en,
der nicht vollst •andig in G liegt, sodass der Satz von Green-Riemann nicht angewendet werden
kann.

Folgerung. Ein wegunabh•angiges Vektorfeld~v =
�

P
Q

�
besitzt ein Potential.

Beweis. Sei (x0; y0) fest. Betrachte die Funktion u mit

u(x; y) =
Z (x;y )

(x0 ;y0)
P dx + Q dy:

Da ~v wegunabh•angig ist, kann das Integral entlang des
"
achsenparallelen\ Wegs berechnet

werden und es ergibt sich

@u
@x

= P;

@u
@y

= Q:

Also ist u Potential von ~v. �
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1.2.4. Wegunabh•angigkeit bei Gradientenfeldern

Satz 1.2. Im Fall eines Gradientenfeldes (= Feld mit Potential) liegt Wegunabh•angigkeit
vor.

Beweis. Im R2 ist ~v = grad u =
� @u

@x
@u
@y

�
. F•ur C : ~x(t) =

�
x(t)
y(t)

�
; t0 � t � t1 ist

Z

C
~v d~x =

Z t1

t0

@u
@x

_x dt +
@u
@y

_y dt:

Wegen der Kettenregel
du(x(t); y(t))

dt
= ux _x + uy _y

folgt daher Z

C
~v d~x=

Z t1

t0

du
dt

= u(P0) � u(P1):
�

Das Kurvenintegral reduziert sich also in diesem Fall auf die reinePotentialdi�erenz . Die
physikalische Arbeit im Gradientenfeld ist also gleich derPotentialdi�erenz von End- und
Anfangspunkt. Fallen End- und Anfangspunkt zusammen, ist folglich das Kurvenintegral
(Ringintegral) gleich 0.

1.2.5. Bestimmung des Potentials

Ist ein Feld gegeben und das zugeh•orige Potential | falls existent | gesucht, so f •uhrt dies

auf eine exakte DGL. F•ur ~v =
�

P
Q

�
muss bekanntlich im Fall eines Gradientenfeldes@u

@x = P

und @u
@y= Q gelten. Folglich ist u eine Stammfunktion des Di�erentials P dx+ Q dy (vgl. dazu

die exakte DGL). Wie bei der exakten DGL ist auch hier die Integrabilit •atsbedingung (IB)
Voraussetzung f•ur die Existenz eines Potentials:

@Q
@x

=
@P
@y

:

Beispiel 1.8. F•ur obiges Feld mit ~v =
�

x
y

�
ist die IB wegen Py = Qx = 0 erf •ullt. Durch

Integration nach x erh•alt man aus der Ableitung nach x

@u
@x

= x ) u(x; y) =
x2

2
+  (y):

Nun di�erenziert man nach y und erh•alt

@u
@y

=  0(y) = Q = y )  (y) =
y2

2
+ K:

Das Potential ist somit bis auf eine additive Konstante bestimmt und lautet

u(x; y) =
x2

2
+

y2

2
+ K:

Die •Aquipotentiallinien (Linien konstanten Potentials) sind in diesem Fall konzentrische Krei-
se.

16



Dass ein Kurvenintegral bei diesem Feld, wie zu erwarten ist, ebenfallswegunabh•angig ist,
l•asst sich einfach durch Integration •uber eine •Aquipotentiallinie zeigen:

Beispiel 1.9.

W =
Z

C
x dx + y dy:

Die Gleichung der Kurve C ist die eines Kreises, also einer•Aquipotentiallinie des Feldes mit
C : x2 + y2 = R2. Diese Gleichung muss allerding, um eine Integration zu erm•oglichen, in
eine Parameterform gebracht werden. Die•ubliche Parameterdarstellung eines Kreises ist

C :

(
x = R cost

y = R sin t
; 0 � t < 2�:

Damit wird dx = � R sin t dt und dy = R cost dt . Durch Einsetzen in das Integral erh•alt man

W =
Z

C
x dx + y dy =

Z 2�

0
(� R2 cost sin t + R2 cost sin t)
| {z }

=0

dt = 0 :

Beispiel 1.10. Das Feld ~v =
�

� y
x

�
besitzt kein Potential, was durch Berechnung desselben

Integrals leicht gezeigt werden kann. Au�erdem ist die IB mit @Q
@x = 1 6= � 1 = @P

@y nicht
erf•ullt. f •ur den Wert des Ringintegrals gilt

I

x2+ y2= R2
(� y dx + x dy) = R2

Z 2�

0
(sin2 t + cos2 t)
| {z }

=1

dt = 2 �R 2:

Dieser Wert entspricht genau der doppelten Fl•ache der eingeschlossenen Kreisscheibe. Diese
Erkenntnis folgt aus der bekanntenLeibniz 'schen Sektorformel:

Fl( B ) =
1
2

I

B
(x dy � y dx) =

1
2

I

B

�
�
�
�

x dx
y dy

�
�
�
�
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2. Komplexe Funktionentheorie

2.1. Grundbegri�e •uber Funktionen im Komplexen

2.1.1. Einf •uhrung

Beispiel 2.1. Geht man von einem ebenen Vektorfeld aus, beispielsweise dem Gradientenfeld

~v = grad ln
1
r

=
�

� x
r 2

� y
r 2

�

(logarithmisches Potential), so ist unter Zuhilfenahme der Gauss 'schen ZahlenebeneC =
R2 = f x + iy ; x; y 2 Rg; i2 = � 1 eine Interpretation als komplexe Funktionm•oglich. Der Vek-
tor ~v kann als komplexe Zahl aufgefasst werden (dies gilt f•ur jeden Vektor im R2).

Es gelten die•ublichen Rechenregeln (wie im Reellen), die De�nition desBetrags muss aller-
dings auf

r = jzj =
p

x2 + y2

erweitert werden.

Beispiel 2.2. Fasst man nun obiges Feld als komplexe Funktion auf, so erh•alt man mit

w = �
x

jzj2
� i

y

jzj2
= �

1

jzj2
(x + iy )
| {z }

= z

= �
1

jzj2
z = �

z
z�z

= �
1
�z

das folgende Ergebnis: Obiges Feld wird durch die komplexe Funktion w(z) = � 1
�z beschrieben.

De�nition 2.1. Eine eindeutige Zuordnung, die der unabh•angigen Variablen eine abh•angige
Variabe w = w(z) zuordnet, hei�t komplexe Funktion. Eine Deutung als ebenes Vektorfeld ist
m•oglich. Dabei ist u = < w und v = = w. Damit wird

w(z) = u(x; y) + iv (x; y) =
�

u(x; y)
v(x; y)

�
:

Die De�nitionsmenge f•ur eine komplexe Funktion ist ein Teilgebiet oder ganzC.

De�nition 2.2. Ein Gebiet ist eine o�ene und zusammenh•angende Punktmenge, d.h. der
Rand geh•ort nicht zum Gebiet.

Beispiel 2.3. Im Beispiel ist die De�nitionsmenge D = C n f 0g, da die Division durch Null
auch im Komplexen nicht de�niert ist.

18



2.1.2. Beispiele von Funktionen

Ein wichtiger Typ von Funktionen sind auch im Komplexen die Polynome:

w(z) = a0 + a1z + � � � + an� 1zn� 1 + anzn

Der De�nitionsbereich f •ur Polynome ist D = C. Au�erdem gilt nach dem Fundamentalsatz
der Algebra, dass jedes Polynomn-ten Grades in C n Nullstellen besitzt.

Beispiel 2.4. Eine weitere Klasse von Funktionen bilden dierationalen Funktionen, die durch
Division von Polynomen P und Q entstehen:

R(z) =
P(z)
Q(z)

Der De�nitionsbereich ist hier eingeschr•ankt. Da nicht durch Null dividiert werden darf,
m•ussen die Nullstellen des Nennerpolynoms vom De�nitionsbereich ausgeschlossen werden.

2.1.3. Stetigkeit und Di�erenzierbarkeit

De�nition 2.3. Eine Funktion w = f (z) hei�t stetig in z0, falls f•ur alle Punktfolgen hzn i

lim
n!1

zn = z0 ) lim
n!1

f (zn ) = f (z0)

gilt, d.h. der Feldvektor macht keine sprunghaften •Anderungen. Eine Funktion w = f (z) hei�t
stetig im Gebiet G, falls w in jedem Punkt z0 2 G stetig ist.

Satz 2.1 (Stetigkeitssatz). Die Stetigkeitseigenschaften bleiben bei Summen, Di�erenzen,
Produkten und Quotienten (au�er bei den Nullstellen des Nenners) erhalten.

Folgerung. Polynome rationaler Funktionen sind im gesamten De�nitionsbereich stetig.

De�nition 2.4. Eine komplexe Funktion w = f (z) hei�t in z0 di�erenzierbar , falls der Grenz-
wert

f 0(z0) = lim
n!1

f (z) � f (z0)
z � z0

(Limes des Di�erenzenquotienten) existiert. Als Bezeichnungsweise sei in diesem Fall zus•atz-
lich die bereits bekannte

f 0(z0) =
df
dz

(z0)

eingef•uhrt.

Bemerkung. Alle Rechenregeln f•ur das Di�erenzieren (Summen-, Produkt- und Ketten-
regel) im Reellen gelten auch f•ur komplexe Funktionen. Ein Beweis soll hier nicht gef•uhrt
werden, er erfolgt jedenfalls analog zum Reellen.

Beispiel 2.5.

(z2 + z � 1)0 = 2z + 1 :
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2.1.4. Potenzreihen im Komplexen

Analog zum Reellen kann man auch im Komplexen Funktionen in Potenzreihen (PR) entwi-
ckeln:

f (z) =
1X

n=0

an (z � z0)n = a0 + a1(z � z0) + a2(z � z0)2 + � � � :

Dabei ist z0 der Entwicklungspunkt, an sind die Koe�zienten der Potenzreihe. Au�erdem gilt
der

Satz 2.2. Potenzreihen sindkonvergent innerhalb des Konvergenzkreises mit dem Radius

R =
1

limn!1

�
�
� an +1

an

�
�
�

=
1

lim supn!1
n
p

jan j
:

2.1.5. Hauptsatz •uber Potenzreihen

Satz 2.3. Innerhalb des Konvergenzkreises kann gliedweise addiert,multipliziert und di�e-
renziert werden. Der Konvergenzradius bleibt dabei erhalten.

Folgerung. Da man aus einer PR durch Di�erenzieren wieder eine PR erh•alt, folgt, dass
eine PR unendlich oft di�erenzierbar ist.

Bemerkung. Im Reellen gibt es Funktionen, die unendlich oft di�erenzierbar sind, aber nicht
in eine konvergente PR entwickelt werden k•onnen. Eine solche Funktion ist z.B. die bereits
bekannte Funktion

f (x) =

(
e� 1

x 2 x 6= 0 ;

0 x = 0 :

Entwickelt man diese Funktion im Punkt 0 in eine Taylor -Reihe mit an = f ( n ) (z0)
n! , so folgt

aus f (n)(0) = 0 eine PR, die identisch gleich Null ist. Da die Funktion selbst aber nur im
Punkt 0 gleich 0 ist, kann sie nicht in eine PR entwickelt werden. Im Komplexen ist diese
Funktion nicht di�erenzierbar (siehe sp •ater).

De�nition 2.5. Eine Funktion, die in einem Punkt z0 in eine konvergente Potenzreihe entwi-
ckelt werden kann, hei�t analytisch (regul•ar) in z0. Die Funktion hei�t analytisch im gesamten
De�nitionsbereich , wenn sie in jedem Punkt analytisch ist.

Beispiel 2.6. Betrachte

ez = 1 +
z
1!

+
z2

2!
+

z3

3!
+ � � � +

zn

n!
=

1X

n=0

zn

n!
:

Der Konvergenzradius ist R = lim n!1

�
�
� (n+1)!

n!

�
�
� = 1 . Die Exponentialfunktion ist also analy-

tisch im gesamten De�nitionsbereich, da die PR in ganzC konvergent ist.
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Beispiel 2.7. Betrachte

1
1 � z

= 1 + z + z2 + � � � =
1X

n=0

zn :

Der Konvergenzradius ist hier, wie bereits bekannt,R = 1. Innerhalb des Einheitskreises um
den Nullpunkt liegt also Konvergenz vor. Au�erdem ist die gegebene Funktion sehr wohl in
jedem Punkt z0 6= 1 analytisch, wie leicht gezeigt werden kann:

f (z) =
1

1 � z
=

1
(1 � z0) � (z � z0)

=
1

1 � z0
�

1
1 � z� z0

1� z0

=
1

1 � z0
�

1
1 � w

�
1X

n=0

wn =
1

1 � z0

1X

n=0

(z � z0)n

(1 � z0)n :

Letztere PR ist einfach eine Reihe mit den Koe�zienten an = 1
(1� z0 )n und dem Entwicklung-

punkt z0. F•ur den Konvergenzradius gilt (nach den bekannten Rechenregeln f•ur PR)

jwj < 1 )

�
�
�
�
z � z0

1 � z0

�
�
�
� < 1 , j z � z0j < j1 � z0j :

Bemerkung. Wie aus diesem Beispiel ersichtlich ist, geht der Konvergenzbereich jeweils bis
zu einer Singularit•at der Funktion, also zu einer Stelle, wof nicht di�erenzierbar ist.

2.1.6. Hauptsatz der komplexen Funktionentheorie

De�nition 2.6. Eine im gesamten De�nitionsgebiet G di�erenzierbare Funktion hei�t holo-
morph.

Satz 2.4 (Hauptsatz der komplexen Funktionentheorie). Jede holomorphe Funktion
ist im gesamten De�nitionsgebiet analytisch.

Folgerung. Eine holomorphe Funktion ist unendlich oft di�erenzierbar .

Folgerung. Die Funktion
f (z) = e� 1

x 2

ist nicht holomorph, da sie an der Stellez0 = 0 nicht di�erenzierbar ist.

2.1.7. Identit •atssatz f•ur holomorphe Funktionen

Satz 2.5. Sind zwei holomorphe Funktionen f (x) und g(x) gleich auf einem Kurvenst•uck,
dann sind sie identisch im gesamten De�nitionsgebiet.

Folgerung. Ist eine holomorphe Funktion entlang der reellen Achse festgelegt, so ist die
gesamte Funktion im Komplexen de�niert.
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Beweis. Seienf (z) und g(z) holomorph. Dann sind sie analytisch im Punkt z0 2 G (Kurve)
und es gilt

f (z) =
1X

n=0

an (z � z0)n

bzw.

g(z) =
1X

n=0

bn (z � z0)n :

Damit folgt aus f (z0) = g(z0) die Gleichheit der konstanten Koe�zienten:

z := z0 ) a0 = b0:

Nun bildet man die Di�erenz der PR

f (z) � g(z) =
1X

n=0

(an � bn )(z � z0)n

und dividiert unter der Voraussetzung z 6= z0 durch (z � z0). Man erh•alt

f (z) � g(z)
z � z0

= ( a1 � b1) + ( a2 � b2)(z � z0) + ( a3 � b3)(z � z0)2 + � � �

und bei Einf•uhrung des Grenz•ubergangsz ! t0

lim
z! z0

f (z) � g(z)
z � z0

= 0 = ( a1 � b1) + 0 :

Beim Grenz•ubergang verschwinden alle Glieder mit (z � z0). Der Limes selbst ist wegen

8z 2 G : f (z) = g(z)

gleich Null. Damit folgt aber direkt

a1 � b1 = 0 ) a1 = b1:

F•ur alle weiteren Koe�zienten wiederholt man den Vorgang sukzessive und erh•alt schlie�lich

f (z) � g(z): �

2.2. Cauchy-Riemann 'sche Di�erentialgleichungen und
harmonische Funktionen

2.2.1. Cauchy-Riemann 'sche Di�erentialgleichungen

Geht man wieder •uber die ebenen Vektorfelder vor, so l•asst sich eine komplexe Funktion
darstellen als

f (z) = u(x; y) + i v (x; y):
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Die Ableitung ist dann nach gewohnter De�nition

f 0(z0) = lim
z! z0

f (z) � f (z0)
z � z0

= lim
z! z0

[u(x; y) � u(x0; y0)] � i [v(x; y) � v(x0; y0)]
(x � x0) + i (y � y0)

:

Dabei ist allerdings zu beachten, dass der Limes hier einebeliebigeAnn•aherung an den Punkt
z0 bedeutet. Die horizontale bzw. vertikale Ann•aherung sind nur spezielle F•alle. Rechnet man
diese Spezialf•alle durch, so erh•alt man f •ur die horizontale Ann•aherung mit y = y0 = const.

f 0(z0) = lim
x! x0

[u(x; y0) � u(x0; y0)] + i [v(x; y0) � v(x0; y0)]
x � x0

= ux (x0; y0) + i vx (x0; y0);

also diepartielle Ableitung nach x, und f•ur die vertikale Ann •aherung mit x = x0 = const.

f 0(z0) = lim
y! y0

[u(x0; y) � u(x0; y0)] + i [v(x0; y) � v(x0; y0)]
y � y0

= vy(x0; y0) � i u y(x0; y0):

Da die beiden Formeln bei Existenz der Ableitung denselben Wert ergeben m•ussen, erh•alt
man damit die Cauchy-Riemann 'schen Di�erentialgleichungen:

ux (x; y) = vy(x; y);

vx (x; y) = � uy(x; y):

Anders formuliert: Eine im Komplexen di�erenzierbare Funk tion erf •ullt immer die Gleichun-
gen

@u
@x

=
@v
@y

@v
@x

= �
@u
@y

Au�erdem gilt auch die Umkehrung.

Satz 2.6. Eine Funktion w = f (z) = u(x; y) + i v (x; y) ist in einem Gebiet G genau dann
holomorph, wenn u und v im Reellen di�erenzierbar sind und die Cauchy-Riemann 'schen
DGL gelten.

Beispiel 2.8. Gegeben sei die komplexe Funktionf (z) = z2. Diese Funktion ist di�erenzier-
bar, da sie im Reellen di�erenzierbar ist und dieCauchy-Riemann 'schen DGL ergeben:

f (z) = z2 = ( x + iy )2 = ( x2 � y2) + i (2xy) ) u(x; y) = x2 � y2; v(x; y) = 2 xy

@u
@x

= 2x;
@u
@y

= � 2y;
@v
@x

= 2y;
@v
@y

= 2x ) ux = vy ; vx = � uy

Bemerkung. Bei f (z) = e� f rac 1z2
sind die Cauchy-Riemann 'schen DGL nicht erf•ullt.

Daher ist diese Funktion nicht holomorph.
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2.2.2. Interpretation von komplexen Funktionen

Jede komplexe Funktion kann als Koordinatentransformation der z-Ebene auf diew-Ebene
interpretiert werden. Aus der Mathematik I wissen wir, dass sich in jedem regul•aren Punkt
zwei Koordinatenlinien schneiden. In solchen Punkten ist die Transformation eindeutig und
daher die Funktionaldeterminante ungleich Null:

@(u; v)
@(x; y)

6= 0 :

Im obigen Fall ergibt sich: Die durch die holomorphe Funktion f = u + i v de�nierte Koordi-
natentransformation ist in Punkten umkehrbar eindeutig, wo f 0 6= 0 ist:

�
�
�
�

ux uy

vx vy

�
�
�
� = uxvy � uyvx = v2

y + u2
y � 0:

Daraus ergibt sich, dass die Funktionaldeterminante nur dann Null ist, wenn ux = uy = 0
und damit

f 0 = 0

ist.

Folgerung. Die durch eine holomorphe Funktion vermittelte Koordinatentransformation ist
in allen Punkten f 0(z0) 6= 0 eindeutig umkehrbar.

Satz 2.7. Die durch die holomorphe Funktion w = f (z) vermittelte Koordinatentransforma-
tion ist f •ur f 0(z0) 6= 0 in Umbegung von z0 eindeutig umkehrbar und winkeltreu. Schneiden
sich zwei Kurven unter einem bestimmten Winkel in der xy-Ebene, so bleibt der Winkel bei
einer Koordinatentransformation erhalten.

Beweis. Die Tangentenvektoren an 2 Kurven z1 = z1(t) und z2 = z2(t) im Punkt p0 =
z1(t1) = z2(t2) sind gegeben durch

v1 =
dz1

dt
(t1);

v2 =
dz2

dt
(t2):

F•uhrt man nun eine Koordinatentransformation durch, so ergeben sich die Tangentenvektoren
an die transformierten Kurven als

w1 =
d
dt

(f (z1(t1))) =
df
dz

(p0)
dz1

dt
(t1);

w2 =
d
dt

(f (z2(t2))) =
df
dz

(p0)
dz2

dt
(t2):

Da sich die Tangentenvektoren nach der Transformation durch Multiplikation mit der Kon-
stante df

dz (p0) 6= 0 aus den urspr•unglichen Tangentenvektorenn ergeben, sind die Winkel zwi-
schenv1 und v2 bezwiehungsweisew1 und w2 gleich. �

24



Wiederholung: Festlegung von komplexen Zahlen mittels Polarkoor dinaten

Neben der Darstellung als z = x + iy kann eine komplexe Zahl (analog zur Darstel-
lung eines Punktes in einer Ebene) auch in Form von Polarkoordinaten dargestellt werden:

Re

Im

r

Dabei gilt
r = jzj =

p
zz =

p
x2 + y2

und
� � < ' = arg z � �:

F•ur den Winkel zwischen zwei komplexen Zahlen gilt

] (z1; z2) = arg
z2

z1
:

De�nition 2.7. Umkehrbar eindeutige, winkeltreue Transformationen hei�en konforme Ab-
bildungen.

2.2.3. Harmonische Funktionen

Aus den Cauchy-Riemann 'schen DGL

ux = vy ;

uy = � vx

ergibt sich als Folgerung

� u = uxx + uyy = vyx � vxy = 0 ;

� v = vxx + vyy = � uxy + uxy = 0 :

Bemerkung. Realteil und Imagin•arteil einer holomorphen Funktion erf•ullen die Potential-
gleichung.

De�nition 2.8. Eine L•osungu der Potentialgleichung hei�t harmonische Funktion oder Po-
tentialfunktion , also � u = 0.

Es gilt auch die Umkehrung:

Satz 2.8. Sind Realteil und Imagin•arteil einer Funktion harmonisch, so ist die Funktion
holomorph. (Der Beweis erfolgt mit Hilfe desStokes 'schen Integralsatzes.)
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Bemerkung. Der Imagin•arteil einer holomorphen Funktion ist durch den Realteil bis auf
eine (rein imagin•are) Konstante eindeutig bestimmt. Umgekehrt ist auch der Realteil durch
den Imagin•arteil bis auf eine (reelle) Konstante eindeutig festgelegt.

Beispiel 2.9. Gesucht sei der Imagin•arteil der holomorphen Funktion f mit Realteil

u(x; y) = x2 � y2:

Dazu pr•uft man zuerst, ob die Funktion u harmonisch ist:

� u = 2 � 2 = 0:

Nun setzt man in die Cauchy-Riemannschen Di�eretialgleichungen ein und erh•alt

ux = 2x = vy ;

uy = � 2y = � vx :

Daraus k•onnen wir v(x; y) = 2 xy + c bestimmen. F•ur die Funktion f gilt also

f (x + iy ) = ( x2 � y2) + i (2xy + c):

Bemerkung. Komplexe Funktionen k•onnen als komplexes Potential quellen- und wirbelfrei-
er ebener Felder interpretiert werden, f•ur die

~E(x; y) =
�

P
Q

�

div ~E = 0

Qx = Py

gilt. Man ordnet ~E(x; y) die komplexe Feldfunktion f (z) = f (x + iy ) = P + iQ zu. Bei
den komplexen Funktionen treten an die Stelle der Integrabilit •atsbedingung die Cauchy-
Riemann 'schen DGL:

f (z) = P + iQ;

Px = � Qy ;

Qx = Py :

De�nition 2.9. Eine Stammfunktion F (z) von f (z) hei�t komplexes Potentialdes Feldes.

Bemerkung. Mit
F (z) = U(x; y) + iV (x; y)

ergibt sich
f = F 0(z) = Ux (x; y) + iVx (x; y)

und weiter
Ux = P
Vx = � Q = � Uy

�
)

�
Ux = P
Uy = Q

Der Realteil des komplexen Potentials ist also das reelle Potential des Feldes.
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2.2.4. Zusammenfassung

� Ist f in einem Gebiet G di�erenzierbar, so ist f holomorph in G.

� Ist f in einem Gebiet G di�erenzierbar, so ist f analytisch in G, d.h. in konvergente
Potenzreihen entwickelbar. Dabei muss der Konvergenzkreis aber als gesamtes im Gebiet
G liegen.

� Mit f = u + iv und u = u(x; y), v = v(x; y) ergeben sich dieCauchy-Riemann 'schen
DGL

ux = vy ;

uy = � vx :

� u und v sind genau dann harmonisch, wenn �u = � v = 0 gilt.

� Das ebene Vektorfeld~E = ~E(z) ist quellen- und wirbelfrei, wenn f (z) = ~E(z) holomorph
ist.

2.3. Elementare Funktionen in C

2.3.1. Exponentialfunktion

Die Exponentialfunktion ist de�niert als

ez =
1X

n=0

zn

n!
= 1 +

z
1!

+
z2

2!
+

z3

3!
+ � � � :

Sie ist holomorph, ihr Konvergenzradius istR = 1 .

2.3.2. Trigonometrische Funktionen

Die trigonometrischen Funktionen sind im Komplexen de�niert als

coshz =
ez + e� z

2
=

1X

n=0

z2n

(2n)!
;

sinhz =
ez � e� z

2
=

1X

n=0

z2n+1

(2n + 1)!
;

cosz =
eiz + e� iz

2
=

1X

n=0

(� 1)n z2n

(2n)!
;

sinz =
eiz � e� iz

2i
=

1X

n=0

(� 1)n z2n+1

(2n + 1)!
:

Bemerkung. Es ergeben sich die gleichen Reihenentwicklungen wie im Reellen, die Funk-
tionen stimmen also mit den •ublichen De�nitionen (im Reellen) •uberein.

Satz 2.9 (Permanenzprinzip der elementaren Funktionen).
Alle •ublichen Formeln aus dem Reellen bleiben auch inC erhalten, es gelten alsoEuler 'sche

Formel, Additionstheoreme usw.
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Beweis. Die Begr•undung folgt aus dem Identit•atssatz, daR eine Teilmenge vonC ist. �

Beispiel 2.10. Berechneez = ex+ iy . Es gilt

ei� = cos � + i sin �:

Aus den Rechenregeln f•ur Potenzen ergibt sich

ex+ iy = ex � eiy = ex (cosy + i siny):

Folgerung. Da die Winkelfunktionen periodisch mit Periode 2� sind, hei�t das, dass auch
die Exponentialfunktion periodisch ist, weil

ez+2 k�i = ez

gilt.

2.3.3. Nullstellen der Exponentialfunktion

Aus ez = 0 folgt

ex cosy = 0 ;

ex siny = 0 ;

was aber nicht gleichzeitig erf•ullt sein kann. Die Exponentialfunktion besitzt also auch im
Komplexen keine Nullstelle.

2.3.4. Nullstellen der trigonometrischen Funktionen

Die Ermittlung erfolgt auch hier wie im Reellen:

sinz = 0 , eiz = e� iz , e2iz = 1 ) ew = 1 ) w = 2k�i;

somit
z = k�; k 2 N:

Analog ergibt sich f•ur die Nullstellen des Cosinus

z =
�
2

(2k + 1) ; k 2 N:

Bemerkung. Man beobachte, dass im Komplexen

coshiz = cos z;

sinh iz = sin z

gilt.
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2.3.5. Weitere trigonometrische Funktionen

F•ur die Tangensfunktionen gelten die im Reellen•ublichen De�nitionen

tan z =
sinz
cosz

;

cot z =
cosz
sinz

;

tanh z =
sinhz
coshz

;

coth z =
coshz
sinhz

:

De�nition 2.10. Das Holomorphiegebiet ist der gr•o�te m •ogliche De�nitionsbereich, in dem
eine Funktion f (z) holomorph ist.

Im Fall der obigen Funktionen ist das Holomorphiegebiet ganz C ohne die Nullstellen des
Nenners, beim Tangens also

�
z 2 C; z =2

�
: : : ; �

3
2

�; �
�
2

;
�
2

;
3
2

�; : : :
��

:

F•ur den hyperbolischen Tangens ergibt sich als Einschr•ankung f•ur das Holomorphiegebiet die
Bedingung coshz = 0, die im Reellen nicht erf•ullbar ist. Im Komplexen dagegen gilt

coshz = cosh(� z) = cos iz:

Die Nullstellen des Cosinus aber sind

iz = (2 k + 1)
�
2

;

somit
z = � i (2k + 1)

�
2

:

Die Nullstellen des hyperbolischen Cosinus liegen also aufder imagin•aren Achse.

Bemerkung. Der hyperbolische Cosinus ist periodisch entlang der imagin•aren Achse.

Die Ermittlung des Holomorphiegebiets f•ur die Cotangens-Funktionen erfolgt analog durch
Ermittlung der Nullstellen der entsprechenden Sinusfunktionen.

2.3.6. Komplexer Logarithmus

Der Logarithmus stellt die Umkehrfunktion zur Exponential funktion dar. Da wir aber wissen,
dass die Exponentialfunktion in C periodisch ist, existiert keine eindeutige Umkehrung im
ganzen De�nitionsgebiet.

Um hier eine L•osung zu �nden, zieht man die Polardarstellung einer komplexen Zahl zu
Hilfe:

z = rei' = r (cos' + i sin ' )

mit

r = jzj ;

' = arg z:
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Nun sei alsHauptwert des Argumentsder Wert

� � < Arg z = ' � �

festgelegt, d.h.
argz = Arg z + 2k�:

Dies f•uhrt (f •ur r 6= 0) zu folgender

De�nition 2.11.

logz = ln r + i argz = ln r + i Arg z + 2k�i ; k 2 Z:

Bemerkung. Der Logarithmus ist im Komplexen eine mehrdeutige Funktion f•ur beliebige
ganzzahligek. F•ur jedes k gibt es einen Wert (Zweig) des Logarithmus. AlsHauptwert des
Logarithmus bezeichnet man den Wert

Logz = ln r + Arg z:

Beispiel 2.11.

Log(� 2) = ln 2 + i�

Log(� 1) = ln 1 + i� = i�

Log i = ln 1 + i
�
2

= i
�
2

Es gelten die•ublichen Rechenregeln, z.B.

logz1 + log z2 = ln r1 + ln r2| {z }
ln( r 1 r 2 )

+ i (arg z1 + arg z2)
| {z }

arg (z1z2 )

= log( z1z2)

Diese Formel stimmt aber nicht f•ur Hauptwerte im allgemeinen!

Beispiel 2.12.

Log(� 1) + Log( � 1) = 2 �i;

Log((� 1) � (� 1)) = ln 1 = 0 :

Bemerkung. F•ur positive reelle Zahlen wird logz = ln z, f•ur z = 0 ist der Logarithmus auch
im Komplexen nicht de�niert.

Etwas eigenartiger ist das Holomorphiegebiet des Logarithmus gestaltet. Da Argz unstetig
entlang der negativen reellen Achse ist, ist hier auch der Logarithmus nicht holomorph. Als
Holomorphiegebiet ergibt sich daher diegeschlitzte Ebene, das komplexe Gebiet ausgenommen
0 und die negative reelle Achse:

~C = C n R�
0 :
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Die •Uberpr•ufung der Holomorphie kann durch dieCauchy-Riemann 'schen DGL erfolgen:

Logz = ln
p

x2 + y2
| {z }

u(x;y )

+ i arctan
y
x| {z }

i v (x;y )

:

Die angegebenen Funktionen sind au�er im Nullpunkt unendlich oft di�erenzierbar.
Eine Interpretation kann •uber das logarithmische Potential gegeben werden. Stellt man

sich im Punkt z0 = 0 eine punktf •ormige Ladung vor, so erh•alt man mit der Feldfunktion
f (z) = � 1

z ein komplexes Potential mit F 0 = f .

Bemerkung. Log z ist Stammfunktion von 1
z in ~C.

Beweis. Sei F (z) = Log( z).

F 0(z) = ux + ivx =
x

x2 + y2 + i
y

x2 + y2 =
1

x + iy
=

1
z

:
�

Wir erhalten also das komplexe Potential F (z) = � Logz = � (ln r + i Arg z), die •Aquipo-
tentiallinien ergeben sich als konzentrische Kreise um denNullpunkt aus ln r = const:, die
Feldlinien als Strahlen von 0 ausgehend aus Argz = const..

Bemerkung. Es gilt auch allgemein, dass sich•Aquipotenziallinien und Feldlinien in Wirbel-
freien Feldern immer unter einem Winkel von 90� schneiden.

Bemerkung. Da Arg z = arctan y
x nur im 1. und 4. Quadranten gilt, muss man im 2. und

3. Quadranten von einer ver•anderten De�nition ausgehen:

Arg z = arctan
y
x

� �:

2.3.7. Potenzfunktionen

De�nition 2.12. Die allgemeine� -Potenz ist im Komplexen als

z� = e� log z

de�niert

Diese De�nition stellt an sich keine Neuigkeit dar, muss aber weiter untersucht werden: Man
stellt fest, dass die Potenz keine eindeutige Funktion ist,da der Logarithmus im Komplexen
nicht eindeutig ist. Man de�niert daher auch hier einen Hauptwert:

De�nition 2.13.
z� = e� Log z:

Wie gewohnt bleiben auch die•ublichen Rechenregeln erhalten, wie z.B. beim Di�erenzieren:

d
dz

z� = e� log z� �
1
z

= z� �
�
z

= �z � � 1
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Potenziert man mit einer ganzen Zahl, so erh•alt man wie gewohnt ein eindeutigesErgebnis:

zm = em log z = em(log jzj+ i' +2 k�i ) = em(log jzj+ i' ) � e2k�i � m
| {z }
=1 8m2 Z

:

•Ahnliche •Uberlegungen lassen sich in Hinsicht auf die Berechnung vonWurzeln anstellen. Die
Quadratwurzel ergibt sich aus

p
z = z

1
2 = e

1
2 log z = e

1
2 (log z+2 k�i ) = e

1
2 log z+ k�i = e

1
2 log z � ek�i

Der Faktor ek�i kann zwei verschiedene Werte anehmen, n•amlich +1 und � 1. Man erh•alt also
zwei L•osungen, die sich durch ihr Vorzeichen unterscheiden. F•ur die m-te Wurzel ergeben sich
dazu analogm verschiedene Werte:

m
p

z = z
1
m = e

1
m log z � e

2k�i
m

Der entsprechende Hauptwert ergibt sich ausk = 0.

Bemerkung. F•ur die Hauptwerte ist das Holomorphiegebiet wieder~C.

2.3.8. Arcus- und Areafunktionen

Arcuscosinus

Aus der De�nition des Cosinus •uber die Exponentialfunktion w = cos z = eiz + e� iz

2 kann die
Umkehrfunktion berechnet werden:

2w = eiz + e� iz

2w = u +
1
u

u2 � 2wu + 1 = 0

u = w �
p

w2 � 1

eiz = w �
p

w2 � 1

iz = log
�

w �
p

w2 � 1
�

z = � i log
�

w �
p

w2 � 1
�

:

Damit ist
arccosw = � i log

�
w �

p
w2 � 1

�
:

Es handelt sich wieder um eine mehrdeutige Funktion. Der Hauptwert ist

Arccosw = � i Log
�

w �
p

w2 � 1
�

:

Arcussinus

Die Ermittlung der Umkehrfunktion des Sinus w = sin z = eiz � e� iz

2i erfolgt analog, man erh•alt

arcsinw = � i log
�

iw �
p

w2 + 1
�

:
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Der Hauptwert ist hier
Arcsin w = � i Log

�
iw �

p
w2 + 1

�
:

Arcustangens, Arcuscotangens

Die zusammengesetzten Funktionen k•onnen analog zu oben berechnet werden.

Areasinushyperbolicus

Wie bei den Arcusfunktionen erh•alt man aus sinhz = ez � e� z

2 mit der Substitution ez = u
eine quadratische Gleichung, deren L•osung die Umkehrfunktion ergibt:

arsinhw = log
�

w �
p

w2 + 1
�

:

Der Hauptwert ist
Arsinh w = Log

�
w �

p
w2 + 1

�
:

Der Holomorphiebereich ergibt sich aus folgenden•Uberlegungen: Wegen der R•uckf•uhrung auf
den Logarithmus darf w2 + 1 nicht negativ sein, also

w2 + 1 = � r; r � 0:

Damit wird
w2 = � 1 � r =) w = si =) � 1 < s < 1:

Es sind also jeweils die Halbgeraden entlang der imagin•aren Achse auszunehmen. Man erh•alt
eine doppeltgeschlitzte Ebene. Analoge•Uberlegungen k•onnen f•ur die anderen Umkehrfunk-
tionen angestellt werden.

2.4. Komplexe Kurvenintegrale

Gegeben sei eine komplexe Funktionw = f (z) = u(x; y) + iv (x; y), sowie eine KurveC im

Komplexen, die durch eine Parameterdarstellung
 = 
 (t) =
�

x(t)
y(t)

�
mit � � t � � gegeben

sei. Voraussetzung daf•ur, dass ein Kurvenintegral in diesem Fall wie im Reellen berechenbar
ist, ist, dass die Kurve st•uckweise stetig di�erenzierbar ist. Dann gelten folgende De�nitionen:

De�nition 2.14.

dz = dx + i dy;

dz = _x dt + i _y dt = ( _x + i _y) dt = _z dt:

De�nition 2.15. Z

C
f (z) dz =

Z �

t= �
f (z) � _
 (t) dt:
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Daraus folgt in kartesischen Koordinaten
Z

C
f (z) dz =

Z

C
(u + iv )(dx + i dy) =

Z

C
u dx � v dy + i

Z

C
v dx + u dy:

Es sind also zwei reelle Kurvenintegrale zu berechnen.

Beispiel 2.13. Gegeben sei die Funktionf (z) = z2, sowie die Kurve z(t) = (1 + i )t mit
0 � t � 1. Das Kurvenintegral berechnet sich daraus als

Z

C
f (z) dz =

Z

C
z2(t) � _z(t) dt = (1 + i )2

Z 1

0
t2(1 + i ) dt = (1 + i )3

�
t3

3

� 1

0
=

(1 + i )3

3
:

Bemerkung. Besteht die Kurve aus mehreren St•ucken, so werden die Kurvenintegrale•uber
die Teilst•ucke einfach addiert.

Bemerkung. Obiges Kurvenintegral kann nat•urlich auch auf eine andere Art berechnet wer-
den, indem man die reellen Teilintegrale auswertet, und zwar mit den Funktionen

u(x; y) = x2 � y2;

v(x; y) = 2 xy:

Das Kurvenintegral ist dann
Z

C
f (z) dz =

Z

C
u dx � v dy + i

Z

C
v dx + u dy:

2.4.1. Rechenregeln

Es gelten die bekannten Rechenregeln.

Linearit •at

Z
[f (z) + g(z)] dz =

Z
f (z) dz +

Z
g(z) dz:

Z
a f (z) dz = a

Z
f (z) dz:

Dreiecksungleichung

�
�
�
�

Z
f (z) dz

�
�
�
� �

Z
jf (z)j jdzj :

Mit
jdzj = jdx + i dy j =

p
dx2 + dy2 = ds

(der De�nition f •ur das Bogenelement) erh•alt man ein reelles skalares Kurvenintegral
Z

jf (z)j jdzj =
Z

jf (z)j ds:
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Daraus ergibt sich, dass f•ur M � max jf (z)j
�
�
�
�

Z
f (z) dz

�
�
�
� � M

Z
ds = M � L•ange von C

gilt.

Stammfunktion

Sei F eine Stammfunktion von f in einem Gebiet, das die Kurve

C : z = z(t); � � t � �

enth•alt. Dann gilt

Z

C
f (z) dz =

Z

C
F 0(z) dz =

Z �

�
F 0(z(t)) � _z(t)
| {z }

= dF ( z ( t ))
dt dt

=
Z �

�

d
dt

F (z(t)) dt = F (z(� )) � F (z(� )) :

Beispiel 2.14. In obigem Beispiel ergibt sich so mit

f (z) = z2 ) F (z) =
z3

3

f•ur das Integral
Z

C
z2 dz =

�
z3

3

� 1+ i

0
=

(1 + i )3

3
:

Bemerkung. Wie bereits bekannt, gibt es f•ur die Funktion f (z) = zn zwei verschiedene
Stammfunktionen:

F (z) =

(
zn +1

n+1 f•ur n 6= � 1;

Log z f•ur n = � 1:

Folgerung. Falls f eine Stammfunktion in einem Gebiet besitzt, das die geschlossene Kurve
C enth•alt, dann ist I

C
f (z) dz = 0 :

Daraus ergibt sich, dass bei obiger Funktion f•ur n 6= � 1 das Ringintegral
I

C
zn dz = 0

ergibt, nicht aber f •ur n = � 1, da f•ur den Logarithmus der Nullpunkt aus dem Holomorphie-
gebiet ausgenommen ist. Das Ringintegral ergibt hier

I

C

dz
z

=
Z 2�

0

Rie it dt
Reit =

Z 2�

0
i dt = 2 �i:
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2.4.2. Integralsatz von Cauchy

Satz 2.10. Sei f (z) holomorph in einem einfach zusammenh•angenden Gebiet und seiC eine
geschlossene Kurve im Gebiet. Dann gilt

I

C
f (z) dz = 0 :

Beweis. Ein Beweis ergibt sich sofort aus den reellen Integralen (siehe Gleichung 2.4), in-
dem man die Cauchy-Riemann 'schen DGL als Integrabilit •atsbedingung ben•utzt und den
Stokes 'schen Integralsatz anwendet.

Bei Ringgebieten mit dem•au�eren Rand C1 und dem inneren RandC2 ver•andert sich diese
Formel zu I

C1

f (z) dz =
I

C2

f (z) dz:

Um dies einzusehen, berechnet man einfach zwei getrennte Ringintegrale nach folgender Auf-
teilung:

cA

cB

Da es sich bei beiden Kurven um geschlossene Kurven handelt,ergeben beide Ringintegrale
I

cA

f (z) dz =
I

cB

f (z) dz = 0 :

Addiert man nun beide Ringintegrale, so erh•alt man nichts Anderes als die Summe der beiden
Ringintegrale von •au�erem und innerem Rand, da sich die St•ucke, die das Gebiet durchqueren,
aufgrund ihrer entgegengesetzten Orientierung aufheben,er ergibt sich die obige Formel. �

Als weitere Folgerung ergibt sich dieCauchy 'sche Integralformel (CIF) :

Satz 2.11. Sei f holomorph in einem einfach zusammenh•angenden GebietG und z0 ein
Punkt aus G. Dann gilt f •ur eine Kurve in G, die z0 einmal umrundet:

f (z0) =
1

2�i

I

C

f (z)
z � z0

dz:

Beweis. Der Wert dieses Integrals ist vonC unabh•angig, solangez0 im Inneren von C liegt.
Daher gilt

I

C

f (z)
z � z0

dz =
I

C2

f (z)
z � z0

dz =
I

C2

f (z) � f (z0)
z � z0

dz
| {z }

= I 1

+
I

C2

f (z0)
z � z0

dz
| {z }

= I 2

:
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Das zweite Ringintegral ist sehr einfach zu berechnen:

I 2 = f (z0)
I

C2

dz
z � z0

z� z0 := w
= f (z0)

I

C2

dw
w

= 2 �if (z0):

Nun ist noch zu zeigen, dassI 1 gegen Null geht. Dies gelingt mit Hilfe der Tatsache, dass der
Di�erenzenquotient f •ur z ! z0 bei holomorphen Funktionen gegen den Di�erentialquotienten
geht und daher beschr•ankt ist. Aus der Dreiecksungleichung ergibt sich daher

�
�
�
�
f (z) � f (z0)

z � z0

�
�
�
� � M

und weiter
jI 1j � M � L•ange vonC2 = M � 2�":

Dieser Wert geht aber f•ur " ! 0 ebenfalls gegen Null. �

Folgerung. Ein wirbel- und quellenfreies ebenes Feld in einem einfach zusammenh•angenden
Gebiet ist eindeutig durch die Vorgabe entlang einer Randkurve C bestimmt, und zwar als

"
Integralmittelwert\.

Folgerung. Durch Di�erenzieren unter dem Integralzeichen erh•alt man auch die Ableitun-
gen:

f (z0) =
1

2�i

I
f (z)

z � z0
dz;

f 0(z0) =
1

2�i

I
f (z)

(z � z0)2 dz;

f 00(z0) =
2

2�i

I
f (z)

(z � z0)3 dz;

f 000(z0) =
2� 3
2�i

I
f (z)

(z � z0)4 dz;

und allgemein

f (n) =
n!

2�i

I
f (z)

(z � z0)n+1 dz:

Bemerkung. Daraus resultiert eine Methode zum Berechnen von Integralen, die ansonsten
mittels Parametrisierung berechnet werden m•ussten, was in der Regel sehr arbeitsaufwendig
ist.

2.5. Residuenkalk•ul

Beispiel 2.15. Es soll das reelle Integral

I =
Z 2�

0
cos2p x dx
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mit p 2 N berechnet werden. Dazu verwandelt man den Cosinus in seine De�nition •uber die
Exponentialfunktion cos x = eix + e� ix

2 und substituiert z := eix mit 0 � x � 2� , man erh•alt

I =
1

22p

Z

jzj=1

�
z +

1
z

� 2p

dx =
� i
22p

I �
z2p + z2p� 1 �

1
z

�
�

2p
1

�
+ � � �

�
dz
z

:

Wegen
H

zn dz = 0 f •ur n 6= � 1 fallen alle Integrale bis auf
H

jzj=1
dz
z = 2 �i weg, das Gesamtin-

tegral ist daher

I =
� i
22p

I �
2p
p

�
dz
z

=

�
2p
p

�
�

22p� 1 =
(2p)!�

(p!)222p� 1 :

2.5.1. Laurent -Entwicklung und Residuum

De�nition 2.16. Ist f in einem Gebiet G bis auf z0 holomorph, so l•asst sich die Funktion f
in einer eindeutig bestimmten Laurent -Entwicklung

f (z) =
1X

k= �1

ak (z � z0)k

darstellen. Dabei ist

ak =
1

2�i

Z
f (z) dz

(z � z0)k+1 :

Die Laurent -Reihe reduziert sich auf eine Potenzreihe, fallsak = 0 f •ur alle k < 0. In diesem
Fall existiert an der Stelle z0 eine hebbareL•ucke, die Funktion f ist auf ganz G holomorph.
Existiert dagegen ein a� n 6= 0 mit a� n� 1 = a� n� 2 = � � � = 0, dann wird z0 als Polstelle
bezeichnet.

Beispiel 2.16. Die Funktion

f (z) =
1

z + 1
+

z
1 + z2 =

1
z + 1

+
z

2i (z � i )
�

z
2i (z + i )

besitzt an den Stellenz1 = � 1, z2 = i und z3 = � i je einen Pol erster Ordnung.

De�nition 2.17. Der Koe�zient a� 1 wird als das Residuum bezeichnet.

Es kann berechnet werden, indem man eine Funktionf mit einem Pol n-ter Ordnung mit
(z � z0)n multipliziert und anschlie�end wiederholt di�erenziert:

Resf = a� 1 =
1

(n � 1)!
lim

z! z0

dn� 1 [(z � z0)n f (z)]
dzn� 1

Mit Hilfe des Residuums lassen sich einfach Integrale berechnen. Man verwendet dazu
folgenden

Satz 2.12 (Residuensatz).
I

C
f (z) dz = 2 �i

X

zi

n(C; zj ) � Res[f ; zj ];

wobei n(C; zj ) die Anzahl der Windungen ist, die die Kurve um den Entwicklungspunkt zj

vollf •uhrt. •Uber die Entwicklungspunkte zj wird summiert.
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Beispiel 2.17. Sei die Funktion

f (z) =
1

z4 + 1

gegeben. Ihre Pole erh•alt man aus z4 + 1 = 0, d.h. z1 = 1+ ip
2

, z2 = � 1+ ip
2

, z3 = � 1� ip
2

, z4 = 1� ip
2

.
Das Residuum ist

Res[f ; z1] = lim
z! z1

(z � z1)f (z) =
1

(z1 � z2)(z1 � z3)(z1 � z4)
:

Dies entspricht aber, wenn man den Z•ahler der rationalen Funktion mit A(z) und den Nenner
mit B (z) bezeichnet, auch folgender Darstellung:

Res[f ; z1] = lim
z! z1

A(z)
B (z)� B (z1 )

z� z1

:

Dieser Grenzwert kann mit Hilfe der Grenzwerts•atze und der Tatsache, dass es sich bei Z•ahler
und Nenner um holomorphe Funktionen handelt, berechnet werden; er ist

Res[f ; z1] =
A(z1)

lim z! z1
B (z)� B (z1 )

z� z1

=
A(z1)
B 0(z1)

:

Da B 0(z1) aber nur f•ur Pole 1. Ordnung ungleich Null ist, gilt diese Beziehung imGegensatz
zu obiger allgemeiner Darstellung nur f•ur Pole erster Ordnung:

Res[f ; z1] =
A(z1)
B 0(z1)

:

Beispiel 2.18 (Fortsetzung).

Res[f ; z1] =
1

4� e
3�
4 i

=
� 1 � i

4
p

2
:

Analog dazu ist

Res[f ; z2] =
1

4� e
9�
4 i

=
1 � i

4
p

2
:

2.5.2. Berechnung von reellen Integralen

Beispiel 2.19. Sei das Integral •uber die obige Funktion und einen Halbkreis mit RadiusR
in der komplexen Zahlenebene zu berechnen. Nach dem Residuensatz gilt

I

C

dz
z4 + 1

= 2 �i
2X

j =1

Res[f ; zj ] = 2 �i �
� 2i

4
p

2
=

�
p

2
:

Dabei werden nat•urlich nur die Pole innerhalb der Kurve ber•ucksichtigt; in diesem Fall sind
es, wie oben angef•uhrt, zwei St•uck.

Beispiel 2.20 (Normierung der Student -Verteilung). Gegeben sei die Funktion

f (z) =
1

(z2 + 3) 2 =
1
9

�
1

�
z2

3 + 1
� 2 :
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Aus dieser Funktion ergibt sich durch Normierung die bereits aus der Statistik bekannte
Student -Verteilung. Normierung bedeutet dabei, dass eine Dichtefunktion entsteht, indem
man die Funktion mit einem Faktor derart multipliziert, das s das uneigentlichen IntegralR1

�1 f (z) dz = 1 ergibt. Dazu berechnet man dasuneigentliche reelle Integral

I =
Z 1

�1

dx
(x2 + 3) 2 :

Da es sich um ein Nennerpolynom 4. Grades handelt, muss es vier Nullstellen geben. Durch
Nullsetzen des Nenners erh•alt man aber

z2 + 3 = 0 ) z1;2 = �
p

3i:

Es handelt sich also um Pole 2. Ordnung. Das Residuum muss daher mittels unbestimmten
Ansatzes bestimmt werden:

1
(z2 + 3) 2 =

C� 2

(z �
p

3i )2
+

C� 1

(z �
p

3i )
+ C0 + C1(z �

p
3i ) + � � � :

Man multipliziert nun mit ( z �
p

3i )2 und erh•alt

1

(z +
p

3i )2
= C� 2 + C� 1(z �

p
3i ) + C0(z �

p
3i )2 + � � � :

Nun setzt man z =
p

3i ein und erh•alt

C� 2 =
�

1

2
p

3i

� 2

=
�

� i

2
p

3

� 2

= �
1
12

:

Nun di�erenziert man zur Bestimmung des Residuums den unbestimmten Ansatz einmal:

� 2

(z +
p

3i )3
= C� 1 + 2C0(z �

p
3i ) + � � � :

Es wird wieder z =
p

3i eingesetzt, und es ergibt sich das Residuum

C� 1 =
� 2

(2
p

3i )3
=

� 2i

8� 3
p

3
= �

i

12
p

3
:

Analog verf•ahrt man f •ur den zweiten Pol.

Bemerkung. Der unbestimmte Ansatz liefert schrittweise alle Koe�zien ten C� j , C� j +1 , : : : ,
C� 1, also den Hauptteil der Funktion.

Beispiel 2.21. Gesucht sei das Integral
Z 2�

0
R(cosx; sinx) dx:

Dazu substituiert man

cosx =
eix + e� ix

2
; sinx =

eix � e� ix

2
;
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somit

i dx e ix = dz =) dx =
dz
iz

;

und berechnet das Integral•uber den Residuensatz:

Z 2�

0
R(cosx; sinx) dx =

I

jzj=1
f (z) dz = 2 �i

kX

j =1

Res[f ; zj ]:

2.5.3. Uneigentliche reelle Integrale

Wenn man ein Integral Z 1

�1
f (x) dx

berechnen will, so muss vorausgesetzt werden, dassjz � f (z)j gleichm•a�ig gegen Null geht
f•ur z ! 1 . Dabei ist es unerheblich, in welche Richtung das Wachstum gegen Unendlich
durchgef•uhrt wird, es muss f•ur jede beliebige Richtung gelten. Bei rationalen Funktionen ist
dies sichergestellt, wenn der Grad des Nenners um mindestens zwei gr•o�er als der Grad des
Z•ahlers ist.

Beispiel 2.22.

f (z) =
1

(z2 + 3) 2 :

Die Gradbedingung ist, wie leicht nachgepr•uft werden kann, erf•ullt. Es wird nun •uber einen
Halbkreis mit Radius R integriert. Man erh •alt

I

C
f (z) dz =

Z 1

�1

dz
(z2 + 3) 2 +

Z �

t=0

1
(R2e2it + 3) 2 � Reit dt

| {z }
I R

:

Nun gilt aber

jI R j �
Z �

0

R
R4 dt = �

1
R3 :

Dieser Ausdruck geht aber f•ur wachsendeR gegen Null. Somit kann das uneigentliche Integral
selbst nach dem Residuensatz berechnet werden. Innerhalb des Halbkreises liegt nur einer der
beiden Pole, daher gilt

Z 1

�1

dx
(x2 + 3) 2 = 2 �i Res[f ;

p
3i ] =

�

6
p

3
:

2.6. Fourier -Transformation

Wiederholung: Fourier -Reihen im Komplexen Sei f (x) eine 2L-periodische Funktion.
Dann ist

f (x) =
a0

2
+

1X

n=1

�
an cos

n�
L

x + bn sin
n�
L

x
�
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mit

an =
1
L

Z
f (x) cos

n�
L

x dx;

bn =
1
L

Z
f (x) sin

n�
L

x dx:

Ersetz man nun Sinus und Cosinus durch ihre De�nition als Exponentialfunktionen, so erh•alt
man

f (x) =
a0

2
+

1
2

1X

n=1

h
an

�
ei n�

L x + e� i n�
L x

�
� ibn

�
ei n�

L x � e� i n�
L x

�i
=

=
a0

2
+

1
2

1X

n=1

(an � ibn )ei n�
L x +

1
2

1X

n=1

(an + ibn )e� i n�
L x =

=
1X

�1

cne
n�i

L x :

Die Koe�zienten werden aus den bekannten Formeln berechnet:

2cn = an � ibn =

=
1
L

Z
f (x) cos

n�
L

x dx � i
1
L

Z
f (x) sin

n�
L

x dx =

=
1
L

Z L

� L
f (x)

h
cos

n�
L

x � i sin
n�
L

x
i

dx =

=
1
L

Z
f (x)e� n�

L ix dx:

Damit gilt

cn =
1

2L

Z
f (x)e� n�

L ix dx:

Fourier -Darstellung nicht-periodischer Funktionen Eine beliebige Funktion kann als pe-
riodische Funktion mit unendlich gro�em Periodeninterval l angesehen werden. F•ur ein gege-
benes Intervall zerlegt man dieses in ein Raster. Mit der Abk•urzung u = n�

L erh•alt man eine
Hilfsfunktion

CL (u) =
1

2�

Z L

� L
f (x)e� uix dx:

Daraus ergibt sich f•ur die Fourier -Koe�zienten auf [ � L; L ]

cn =
�
L

CL (un ):

Die L•ange des Zerlegungsintervalls ist

� un = un+1 � un = ( n + 1)
�
L

� n
�
L

=
�
L

:

Nun kann eine Fourier -Reihe (auf [� L; L ]) entwickelt werden:

f (x) =
1X

n= �1

CL (un )eiu n x � un :
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Diese Summe konvergiert f•ur L ! 1 gegen das Integral

c(u) =
1

2�

Z 1

�1
f (x)e� iux dx

und man erh•alt das Fourier 'sche Integral

f (x) =
Z 1

�1
c(u)eiux dx:

Satz 2.13. Seif (x) eine Funktion auf (�1 ; 1 ) und dort integriertbar. Dann ist f darstellbar
als

f (x) =
Z 1

�1
c(u)eiux du

mit

c(u) = f̂ (u) =
1

2�

Z 1

�1
f (x)e� iux dx:

De�nition 2.18. f̂ (u) hei�t die Fourier -Transformierte von f . Schreibe

f̂ = F f:

Es handelt sich dabei um eine lineare Transformation, d.h. es gilt

F (f + g) = F f + F g;

F (a � f ) = a � F f:

Bemerkung. Die Umkehrformel ergibt sich aus

f (x) =
Z 1

�1
f̂ (u)eiux dx = 2 � �F ( ^ )f

f•ur eine reellwertige Funktion f . Eine Bezeichnungsweise ist auch

f (x) = F � 1f̂ :

Folgerung. Die Fourier -Transformation ist eine eindeutig umkehrbare Integral-Trans-
formation:

F � 1 = 2 � �F :

F � 1(x) = 2 � F (� x):

Beispiel 2.23. Die Dirichlet 'sche Sprungfunktion ist de�niert als

f (x) =

(
1 f•ur jxj < 1;

0 f•ur jxj > 1:
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Hier ist

c(u) = f̂ (u) =
1

2�

Z 1

� 1
e� iux dx =

=
�

1
2�iu

e� iux
� 1

� 1
=

eiu � e� iu

2�iu
=

sinu
�u

:

Die Funktion ist also

f (x) =
Z 1

�1

sinx
�u

eiux du:

Bemerkung. Das Fourier 'sche Integral an der Sprungstelle dieser Funktion hat den Wert
f (x+0)+ f (x � 0)

2 .

Folgerung (f •ur x = 0).

1 =
Z 1

�1

sinu
�u

du =) � =
Z 1

�1

sinu
u

du:

Dieses Integral �ndet Anwendung in der Signalverarbeitung.

Beispiel 2.24. Die Cauchy -Verteilung besitzt eine Dichtefunktion

f (x) =
1

1 + x2 :

Durch eineFourier -Transformation erh•alt man die sogenannteCharakteristik der Verteilung:

f̂ (u) =
1

2�

Z 1

�1

e� iux

1 + x2 dx:

Dies ist ein uneigentliches Integral vom Typeimx � f (x), dessen L•osung mit dem Residuensatz
gelingt. Die Voraussetzung ist erf•ullt, da die Funktion, mit der multipliziert wird, f •ur wach-
sendex sicher gegen Null geht. Als L•osung ergibt sich •uber eine Fallunterscheidung (u < 0
und u � 0) und daraus

f̂ (u) =
1
2

e�j uj :

2.6.1. Anwendung auf Probleme bei partiellen Di�erentialg leichungen

Man bestimme die L•osung des Dirichlet'schen Randwertproblems bei der Potentialgleichung
f•ur die Halbebeney > 0.

4 u = uxx + uyy = 0 �1 < x < 1 ; y > 0;

u(x; 0) = f (x) �1 < x < 1 ;

u beschr•ankt f •ur y ! 1 ;

u; ux ! 0 f•ur jxj ! 1 :
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Fourier -Transformation von u(x; y) bzgl. x:

F [u(x; y)] = U(�; y ) =
1

2�

Z 1

�1
u(t; y)ei�t dt

F [uxx ] = ( � i� )2F [u] = � � 2U(�; y )

F [uyy ] = Uyy :

Daraus ergibt sich die Di�erentialgleichung

Uyy � � 2U = 0

mit der L •osung
U(�; y ) = A(� )e�y + B (� )e� �y :

Da u f•ur y ! 1 beschr•ankt ist, muss auch U beschr•ankt bleiben f•ur y ! 1 .

1. � > 0: A(� ) != 0, d.h.
U(�; y ) = B (� )e� �y :

2. � < 0: B (� ) != 0, d.h.
U(�; y ) = A(� )e�y :

Somit gilt U(�; 0) = B (� ) f •ur � > 0 und U(�; 0) = A(� ) f •ur � < 0, also

U(�; y ) = U(�; 0)e�j � jy ; � 2 R:

Mit
U(�; 0) = F [u(x; 0)] = F [f (x)]

folgt

U(�; y ) =
1

2�

Z 1

�1
f (t)ei�t e�j � jy dt:

Die inverse Transformation liefert schlie�lich

u(x; y) =
1

2�

Z 1

�1
f (t)

� Z 1

�1
e� [i (t � x)] �j x jy d�

�
dt

=
y
�

Z 1

�1

f (t)
(t � x)2 + y2 dt:

2.7. Laplace -Transformation

De�nition 2.19. F•ur eine geeignete Funktionf (t) ist die Laplace -Transformierte F (s)
de�niert als

Lf f (t)g � F (s) :=
Z 1

0
f (t)e� stdt; s > 0

Dabei wird s als Transformationsvariable bezeichnet.
Voraussetzung: Das uneigentliche Integral existiert!
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L � 1f F (s)g =
1

2�i

Z c+ i 1

c� i 1
F (s)est ds =

�
f (t) t > 0

0 t < 0

c wird so gew•ahlt, dass in der komplexen Zahlenebene alle singul•aren Punkte des Integranden
links von der Geradenx = c liegen.

R

c

R 8

Beispiel 2.25. f (t) = c.

Lf f (t)g =
Z 1

0
ce� stdt = c�

� 1
s

� e� st
�
�
�
1

0
= �

c
s

(0 � 1) =
c
s

:

Beispiel 2.26. f (t) = t.

Lf f (t)g =
Z 1

0
te� stdt = �

t
s

� e� st
�
�
�
1

0| {z }
0

+
1
s

Z 1

0
e� st dt = �

1
s2 e� st

�
�
�
1

0
=

1
s2 :

Beispiel 2.27. f (t) = t � , � > 0.

Lf t � g =
Z 1

0
t � e� stdt

st= �
=

1
s� +1

Z 1

0
e� � � � d� =

�( � + 1)
s� � 1 :

Speziell f•ur � = n; n 2 N:

Lf tng =
n!

sn+1 :

Beispiel 2.28. f (t) = eat , a 2 R.

Lf f (t)g =
Z 1

0
eat e� st dt =

Z 1

0
e� (s� a)t dt = �

1
s � a

e� (s� a)t
�
�
�
1

0
=

1
s � a

; s > a:

Beispiel 2.29. f (t) = sin !t , ! 2 R.

Lf f (t)g = F (s) =
Z 1

0
sin!te � st dt =

�
�
�
�

sin !t = u; u0 = ! cos!t
e� st = v0; v = � 1

se� st

�
�
�
�

= �
sin !t

s
e� st

�
�
�
1

0
+

!
s

Z 1

0
cos!t e � st dt

=

�
�
�
�

cos!t = u; u0 = � ! sin !t
e� st = v0; v = � 1

se� st

�
�
�
�

=
!
s

�
�

1
s

cos!t e � st
�
�
�
1

0
�

!
s

Z 1

0
sin !t e � stdt

�
=

!
s2 �

! 2

s2 F (s);
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somit
=) F (s) = Lf sin !t g =

!
s2 + ! 2 :

Beispiel 2.30. f (t) = cos !t , ! 2 R.

Lf cos!t g =
s
!

Lf sin !t g =) Lf cos!t g =
s

s2 + ! 2 :

De�nition 2.20. Eine Funktion f (t) ist von exponentieller Ordnung f•ur t ! 1 , falls eine
Konstante a > 0 existiert, sodass

e� at f (t)

beschr•ankt ist f •ur alle t > T , d.h.

jf (t)j � M � eat ; M > 0:

Schreibweise:f (t) = O(eat ) f •ur t ! 1

Beispiel 2.31. tk , sinbt, tkeat cosbt, tkeat sinbt mit k, a, b 2 R sind von exponentieller Ord-
nung.

Satz 2.14. Sei f st•uckweise stetig in [0; T] f•ur T > 0 und sei f von exponentieller Ordnung,
d.h.

f (t) = O(eat ) f •ur t ! 1 :

Dann existiert die Laplace -Transformierte von f (t) f •ur s > a .

Beweis.
�
�
�
�

Z 1

0
f (t)e� stdt

�
�
�
� �

Z 1

0
jf (t)j
| {z }
� Me at

e� stdt � M
Z 1

0
eat e� stdt =

M
s � a

f•ur s > a

Satz 2.15 (Eigenschaften der Laplace -Transformation).

Lf �f (t) + �g (t)g = � Lf f (t)g + � Lf g(t)g; �; � 2 R (2.1)

Lf eat f (t)g = F (s � a) mit Lf f (t)g = F (s) (2.2)

Lf f (ct)g =
1
c

F
� s

c

�
; c > 0 (2.3)

Mit der Heaviside -Funktion

H (t � b) :=

(
1 t � b

0 t < b

gilt
Lf H (t � b)f (t � b)g = e� bsF (s); b � 0: (2.4)

Beweis. Zu (2.1) Die Integration ist linear.

Zu (2.2)

Lf eat f (t)g =
Z 1

0
eat f (t)e� st dt =

Z 1

0
f (t)e� (s� a)t dt = F (s � a):

47



Zu (2.3)

Lf f (ct)g =
Z 1

0
f (ct)e� stdt

�
�
�
�Subst.: � = ct dt =

1
c

d�

�
�
�
� =

1
c

Z 1

0
f (� )e� s

c � d�

=
1
c

F
� s

c

�
:

Zu (2.4)

Lf H (t � b) � f (t � b)g =
Z 1

0
H (t � b)f (t � b)e� st dt =

Z 1

b
1� f (t � b)e� st dt

=

�
�
�
�Subst.: t � b = � dt = d�

�
�
�
� =

Z 1

� =0
f (� )e� s(� + b)d�

= e� sb
Z 1

0
f (� )e� s� d� = e� sbF (s): �

Beispiel 2.32.

Lf e� t t2g
(2.2)
=

2
(s + 1) 3 mit Lf t2g =

2
s3 :

Beispiel 2.33.

Lf e� t sin !t g
(2.2)
=

!
(s + 1) 2 + ! 2 mit Lf sin !t g =

!
s2 + ! 2 :

Beispiel 2.34.

Lf sinhtg = L
�

1
2

�
et � e� t �

�
(2.1)
=

1
2

L
�

et 	 �
1
2

L
�

e� t 	 =
1
2

�
1

s � 1
�

1
2

�
1

s + 1

=
1

s2 � 1
:

Satz 2.16 (Di�erentiation). f sei stetig, f 0st•uckweise stetig in [0; T]; T > 0; f (t) = O(eat )
f•ur t ! 1 . Dann gilt

Lf f 0(t)g = s � Lf f (t)g � f (0):

Beweis.

Lf f (t)g =
Z 1

0
f (t)e� stdt = �

1
s

f (t)e� st
�
�
�
1

0
+

1
s

Z 1

0
f 0(t)e� st dt =

1
s

f (0) +
1
s

Lf f 0(t)g

f (t) = u; u0 = f 0(t)
e� st = v0; v = � 1

se� st :
�

Bemerkung.

Lf f 00(t)g = L
�

d
dt

� f 0(t)
�

= s � Lf f 0(t)g � f 0(0) = s � (s � Lf f (t)g � f (0)) � f 0(0)

= s2 � Lf f (t)g � s � f (0) � f 0(0):
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Folgerung.

Lf f n(t)g = sn � Lf f (t)g � sn� 1f (0) � sn� 2f 0(0) � : : : � f n� 1(0):

Satz 2.17 (Integration). Ist F (s) die Laplace -Transformierte von f (t), so gilt

L
� Z t

0
f (� )d�

�
=

F (s)
s

:

Beweis. f (t) = O(eat ).
�
�
�
�

Z t

0
f (� )d�

�
�
�
� �

Z t

0
jf (� )j
| {z }
� Me at

d� � M
Z t

0
ea� d� � ~Meat ;

also existiert die Laplace -Transformierte von
Rt

0 f (� )d� . Damit gilt

Lf f (t)g = L
�

d
dt

Z t

0
f (� )d�

�
= s � L

� Z t

0
f (� )d�

�
�

Z 0

0
f (� )d�

| {z }
=0

:

Beispiel 2.35. Wir betrachten das Anfangswertproblem

y00� 3y0+ 2y = e3t ; y(0) = 0 ; y0(0) = 0 :

Sei ' (t) eine L•osung des Problems mitLf ' (t)g = �( s). Dann gilt

Lf ' 00g = s2�( s) � s' (0) � ' 0(0) = s2�( s);

Lf ' 0g = s�( s) � ' (0) = s�( s);

Lf e3t g =
1

s � 3
:

Damit folgt aus der Di�erentialgleichung

s2�( s) � 3s�( s) + 2�( s) =
1

s � 3
;

daraus wiederum
�( s) =

1
(s2 � 3s + 2)( s � 3)

und somit

' (t) = L � 1f �( s)g PBZ= L � 1
�

1
2

�
1

s � 1
�

1
s � 2

+
1
2

�
1

s � 3

�
=

1
2

et � e2t +
1
2

e3t :

Damit haben wir folgende Schritte zur L•osung des AWP gemacht:

AWP L! Algebr. Problem
#

' (t)  
L � 1

L•osung �
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Beispiel 2.36. Man bestimme die allgemeine L•osung von y00+ 4y = 0. Setze y(0) = A,
y0(0) = B f•ur A, B 2 R. Dann ist

Lf ' 00+ 4 ' g = s2�( s) � s' (0) � ' 0(0) + 4�( s) = s2�( s) � sA � B + 4�( s) = 0 :

Daraus folgt

�( s) =
As + B
s2 + 4

; ' (t) = L � 1
�

As
s2 + 4

+
B

s2 + 4

�
:

Es gilt

L � 1
�

As
s2 + 4

�
= AL � 1

�
s

s2 + 2 2

�
= A cos 2t;

L � 1
�

B
s2 + 4

�
=

B
2

L � 1
�

2
s2 + 2 2

�
=

B
2

sin 2t;

somit
' (t) = A cos 2t + ~B sin 2t; A; ~B 2 R:

De�nition 2.21. Die Funktion

(f � g)( t) :=
Z t

0
f (t � � )g(� )d�

hei�t (endliche) Faltung der Funktionen f und g.

Es gelten folgendeRechengesetzef•ur die Faltung:

1. f � g = g � f .

2. f � (g � h) = ( f � g) � h.

3. f � (g + h) = f � g + f � h.

Beispiel 2.37. f (t) = t, g(t) = t.

(f � g)( t) =
Z t

0
(t � � )� d� =

Z t

0
(t� � � 2)d� =

�
t
2

� 2 �
� 3

3

� �
�
�
t

0
=

t3

6

6= f (t) � g(t) = ( f � g)( t):

Satz 2.18 (Faltungssatz). Es gilt

Lf f � gg = Lf f g � Lf gg = F � G mit F = Lf f g; G = Lf gg;

L � 1f F � Gg = f � g:

Beweis.

Lf f � gg =
Z 1

0
e� st �

� Z t

0
f (t � � )g(� )d�

�
dt =

Z 1

t=0

Z t

� =0
e� st f (t � � )g(� ) d� dt =

=
Z 1

� =0

Z 1

t= �
e� st f (t � � )g(� ) dt d� =

Z 1

� =0
g(� )

� Z 1

t= �
e� st f (t � � )dt

�
d� =

Subst: t � � = �
dt = d�

=
Z 1

� =0
g(� )

� Z 1

� =0
e� s(� + � ) f (� )d�

�
d� =

Z 1

� =0
g(� )e� s� d� �

Z 1

� =0
f (� )e� s� d�

= G(s) � F (s) �
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Beispiel 2.38. Betrachte das Anfangswertproblem

y00� 3y0+ 2y = f (t); y(0) = y0(0) = 0

mit
f (t) = O(eat ) f •ur t ! 1 :

Laplace-Transformieren der gesamten Gleichung ergibt

Lf ' 00� 3' 0+ 2 ' g = Lf f g;

s2� � 3s� + 2� = F (s);

somit

�( s) =
F (s)

s2 � 3s + 2

und

' (t) = L � 1f �( s)g = L � 1
�

F (s) �
1

(s � 1)(s � 2)

�
= L � 1f F (s) � G(s)g:

Bekannt ist L � 1f F (s)g = f . Daraus folgt

L � 1
�

1
(s � 1)(s � 2)

�
PBZ= e2t � et = g(t);

d.h.

' (t) = ( f � g)( t) =
Z t

0
f (� )g(t � � )d� =

Z 1

0
f (� )(e2(t � � ) � et � � )d�:

De�nition 2.22. Zun•achst de�niert man f •ur " > 0, h � 0, a 2 R, a > 0, die Funktion

p(t) =

(
h f•ur jt � aj < ";

0 f•ur jt � aj > ":

Ihre Laplace -Transformierte lautet

Lf p(t)g =
Z 1

0
e� st p(t)dt =

Z a+ "

a� "
e� st hdt = �

h
s

e� st
�
�
�
a+ "

a� "

= �
h
s

�
e� s(a+ " ) � e� s(a� " )

�
= �

h
s

e� as (e� s" � es" )
| {z }

� 2 sinh s"

=
2h
s

sinhs"e� as:

Jetzt w•ahlt man speziell h = 1
2" und erh•alt f •ur die Funktion

p" (t) =

(
1
2" f•ur jt � aj < ";

0 f•ur jt � aj > ":

die Relation

I " =
Z 1

�1
p" (t)dt =

Z a+ "

a� "

1
2"

dt = 1 :
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F•ur " ! 0 ergibt sich daraus die sogenannteDirac 'sche � -Funktion � (t � a) mit den Eigen-
schaften

� (t � a) = 0 f •ur t 6= a;
Z 1

�1
� (t � a)dt = 1 :

Ihre Laplace -Transformierte lautet

Lf � (t � a)g = lim
" ! 0

Lf p" (t)g = lim
" ! 0

1
"s

eas sinh"s = e� as:

Speziell f•ur a = 0 erh•alt man Lf � (t)g = 1.

Beispiel 2.39. Betrachte

y00+ 2y0+ 5y = � (t � 1); y(0) = y0(0) = 0 :

Sei ' (t) L •osung. Dann erhalten wir wegen

Lf ' (t)g = �( s)

Lf ' 0(t)g = s�( s) � ' (0)

Lf ' 00(t)g = s2�( s) � s' (0) � ' 0(0)

die Gleichung
s2�( s) + 2 s�( s) + 5�( s) = e� s;

woraus

�( s) =
e� s

s2 + 2s + 5
=

2e� s

2((s + 1) 2 + 4)

folgt. Wegen

L � 1
�

!
s2 + ! 2

�
= sin !t ; Lf eat f (t)g = F (t � a)

und
Lf H (t � b)f (t � b)g = e� bsF (s)

folgt nun

' (t) =
1
2

H (t � 1)e� (t � 1) sin 2(t � 1):

Diese Di�erentialgleichung beschreibt z.B. die Schwingung eines ged•ampften Pendels, das
f•ur 0 � t < 1 in Ruhe ist, zum Zeitpunkt t1 = 1 einen

"
Schlag\ bekommt und dann wieder

ohne •au�ere Einwirkung ged•amft weiterschwingt.
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Produkt einer beliebigen stetigen Funktion f mit der � -Funktion
Z 1

�1
f (t)� (t � a)dt = lim

" !1

Z 1

�1
p" (t)f (t)dt = lim

" !1

Z a+ "

a� "

1
2"

f (t)dt

MWS= lim
" !1

1
2"

2"f (t � ) = f (a):

2.7.1. Anwendung zum L •osen von gew•ohnlichen Di�erentialgleichungen

Mit Hilfe des Ableitungssatzes wird die DGL in eine algebraische Gleichung•ubergef•uhrt, die
in der Regel leichter zu l•osen ist.

Beispiel 2.40. Gegeben sei das folgende AWP1:
�

•y � 2 _y + 5y = 0
_y(0) = y(0) = 1

Zur Suche der Funktion y(t) geht man dabei nach folgendem Schema vor:

1. Anwendung der Laplace -Transformation:

L [•y] � 2L [ _y] + 5L [y] = 0
�
s2F (s) � sy(0) � _y(0)

�
� 2 (sF (s) � y(0)) + 5 F (s) = 0

Nun ber•ucksichtigt man noch die Anfangsbedingungen und erh•alt

(s2 � 2s + 5) F (s) = s + 1 � 2

2. L •osen der algebraischen Gleichung in F :

F (s) =
s � 1

s2 � 2s + 5

3. R •ucktransformation:
y(t) = L � 1F

Dazu zerlegt man den L•osungsterm in seine Partialbruchzerlegung (PBZ). Die Nullstel-
len des Nennerpolynoms sind

s2 � 2s + 5 = 0 ) s = 1 �
p

1 � 5 = 1 � 2

Der allgemeine Ansatz bei der PBZ lautet daher

s � 1
s2 � 2s + 5

=
A

s � (1 + 2 i )
+

B
s � (1 � 2i )

Die Faktoren A und B k•onnen nach der Polmethode bestimmt werden2, man erh•alt

A = B =
1
2

1Dieses AWP kann auch mit dem Exponentialansatz gel •ost werden.
2Man setzt dazu s = 1 + 2 i bzw. s = 1 � 2i , sodass jeweils einer der Faktoren herausf•allt. Siehe dazu auch

Mathematik I
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Damit wird

y(t) = L � 1
�

1
2

1
s � (1 + 2 i )

+
1
2

1
s � (1 � 2i )

�

=
1
2

L � 1

2

6
6
4

1
s � (1 + 2 i )

| {z }
a

3

7
7
5 +

1
2

L � 1

2

6
6
6
4

1
s � (1 � 2i )

| {z }
a0

3

7
7
7
5

Aus der Tabelle entnimmt man

F (s) =
1

s � a
) y(t) = eat

und erh•alt so

y(t) =
e(1+2 i )t + e(1� 2i )t

2
Dieser Term wird mit Hilfe der Euler 'schen Formel reell gemacht, die L•osung ist

y(t) = et cos 2t:

Wiederholung: Partialbruchzerlegung Sei eine beliebige rationale Funktion P (z)
Q(z) gegeben,

wobei der Grad des Nenners gr•o�er als der Grad des Z•ahlers sei. Sei ferner

Q(z) = ( z � � 1)k1 � : : : � (z � � m )km :

Dann ist
P(z)
Q(z)

=
mX

i =1

k iX

j =1

A ij

(z � � i ) j :

Beispiel 2.41. Gegeben sei die DGL

y000� y00+ y� y = ex

mit den Randbedingungen
y(0) = y0(0) = y00(0) = 0

Sei fernerY = L [y]. Die Laplace -Transformation ergibt

Y s3 � Y s2 + Y s� Y =
1

s � 1

Y � (s3 � s2 + s � 1) =
1

s � 1

Y (s � 1)(s + i )(s � i ) =
1

s � 1

Y =
1

(s � 1)2(s + i )(s � i )
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Der Ansatz f•ur die PBZ ist

1
(s � 1)2(s + i )(s � i )

=
A

s � 1
+

B
(s � 1)2 +

C
s � i

+
D

s + i

1 = A(s � 1)(s � i )(s + i ) + B (s � i )(s + i ) + C(s � 1)2(s + i ) + D(s � 1)2(s � i )

Nun f•uhrt man einen Koe�zientenvergleich durch:

s3 :A + 0 � B + C + D = 0

s2 : � A + B + ( � 2 + i )C + ( � 2 � i )D = 0

s :A + 0 � B + (1 � 2i )C + (1 + 2 i )D = 0

1 : � A + B + iC + ( � i )D = 1

Damit erh•alt man sofort A = � 1
2 und B = 1

2 (aus den Gleichungen 1 und 4). Durch Subtrak-
tion der ersten und der dritten Gleichung erh•alt man

2iC � 2iD = 0 ) C = D

und aus der Subtraktion von zweiter und vierter Gleichung

� 2C � 2D = � 1 ) C = D =
1
4

Damit wird

Y =
1

(s � 1)2(s � i )(s + i )
=

1
2(s � 1)

+
1

2(s � 1)2 +
1

4(s � i )
+

1
4(s + i )

Bis auf den zweiten Summenterm lassen sich alle sehr einfachberechnen, der zweite Summand
kann •uber den Faltungssatz ermittelt werden:

L � 1
�

1
s � 1

�
1

s � 1

�
=

Z x

0
et ex� t dt =

Z x

0
ex dt = ex

Z x

0
dt = xex

Damit wird

y =
1
2

L � 1
�

1
s � 1

�

| {z }
� 1

2 ex

+
1
2

L � 1
�

1
(s � 1)2

�

| {z }
xex

+
1
4

L � 1
�

1
s � i

�

| {z }
1
4 eix

+
1
4

L � 1
�

1
s + i

�

| {z }
1
4 e� ix

Zum Abschluss vereinigt man die letzten beiden Summanden wieder •uber den Euler 'schen
Satz und erh•alt das Ergebnis

y =
1
2

(x � 1)ex +
1
2

cosx:
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2.7.2. Anwendung auf Probleme bei partiellen Di�erentialg leichungen

Halbunendliche Saite mit •au�erer Kraft f (t), ein Ende �xiert, das andere frei.
Di�erentialgleichung:

utt = c2uxx + f (x); 0 < x < 1 ; t > 0;

Anfangswerte:

u(x; 0) = 0 ;

ut (x; 0) = 0 ;

Randwerte:

u(0; t) = 0 ;

ux (x; t ) ! 0 f•ur x ! 1 :

Transformation von u(x; t ) bzgl. der Variablen t:

U(x; s) = L [u(x; t )]:

Ferner gelte
F (s) = L [f (t)]:

Dann folgt mit
L [utt ] = s2U(x; s) � su(x; 0) � ut (x; 0) = s2U(x; s)

und
L [c2uxx + f (t)] = c2Uxx + F (s):

f•ur U(x; s) die gew•ohnliche Di�erentialgleichung

Uxx �
s2

c2 U = �
1
c2 F (s)

mit der L •osung

U(x; s) = Ae
sx
c + Be� sx

c +
F (s)

s2 :

Transformation der Randwerte:

U(0; s) =
Z 1

0
u(0; t)e� st dt = 0 ;

Ux (x; s) =
Z 1

0
ux (x; t )e� st dt

lim
x!1

Ux (x; s) =
Z 1

0
lim

x!1
ux (x; t )e� st dt = 0 :

Aus der allgemeinen L•osung ergibt sich damit

U(0; s) = A + B +
F (s)

s2 = 0

lim
x!1

Ux (x; s) = lim
x!1

� s
c

�
Ae

sx
c � Be� sx

c

��
= 0 ;
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somit A = 0 und B = � F (s)
s2 , also

U(x; s) =
F (s)

s2

�
1 � e� sx

c

�
:

Berechne nun die L•osung im Bildraum:

L � 1
�
F (s) �

1
s2

�
= f (t) � t =

Z t

0
f (� )( t � � ) d�

L � 1
�
F (s) �

1
s2 � e� x

c s
�

=
Z t � x

c

0
f (� )( t �

x
c

� � ) d� � H
�

t �
x
c

�

=

( Rt � x
c

0 f (� )( t � x
c � � ) d� f•ur t > x

c

0 f•ur t < x
c

;

also

u(x; t ) =

( Rt
0 f (� )( t � � ) d� �

Rt � x
c

0 f (� )( t � x
c � � ) d� f•ur t > x

cRt
0 f (� )( t � � ) d� f•ur t < x

c

:
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3. Vektoranalysis im Raum

Zun•achst werden einige bereits behandelte Begri�e wieder in Erinnerung gebracht.

3.1. Vektorielle Darstellung einer Kurve im Raum

Eine Kurve C im Raum wird beschrieben durch die Parameterdarstellung

C : ~x =

0

@
x(t)
y(t)
z(t)

1

A ; t 2 I

Dabei sind x(t); y(t); z(t) stetige Funktionen. Durchl •auft die Variable (= der Parameter) t
das Intervall I � R, so bewegt sich der PunktP entlang der Kurve C.

P

x

y

C

x(t)

Beispiel 3.1. Ein Elektron bewegt sich in einem homogenen Magnetfeld

~B =

0

@
0
0

B0

1

A

entlang einer Schraubenlinie mit dem RadiusR. Die Koordinaten des Elektrons zu einem
Zeitpunkt t sind

x(t) = R cos(!t )

y(t) = R sin(!t )

x(t) = h t

Dabei ist ! = e
m B0 und h die konstante Geschwindigkeitskomponente inz-Richtung.

58



3.2. Di�erentiation eines Vektors nach einem Parameter

Ist ~x =

0

@
x(t)
y(t)
z(t)

1

A die Parameterdarstellung einer KurveC, so ist die Ableitung des Vektors

~x de�niert als Grenzwert

_~x(t) = lim
� t ! 0

1
� t

(~x(t + � t) � ~x(t))

f•ur � t ! 0. Geometrisch entspricht dies dem Grenz•ubergang des Di�erenzvektors (= Sekan-
tenvektors) in den Tangentenvektor im Punkt ~x(t). Man erh•alt

.

x(t) x(t)

xx

C CC

D

x(t+   t)D

1
� t

(~x(t + � t) � ~x(t)) =

0

@
(x(t + � t) � x(t))=� t
(y(t + � t) � y(t))=� t
(z(t + � t) � z(t))=� t

1

A � t ! 0�!

0

@
_x(t)
_y(t)
_z(t)

1

A =: _~x(t):

D.h. die Di�erentiation eines Vektors ~x(t) nach dem Parametert erfolgt komponentenweise.

Anwendung Ist ~x(t) der zeitabh•angige Ortsvektor der Bahnkurve eines Massenpunktes,
dann ist

~v(t) = _~x(t) der Geschwindigkeitsvektor
~a(t) = _~v(t) = •~x(t) der Beschleunigungsvektor

Beispiel 3.2. Elektron im Magnetfeld (siehe Bsp. 3.1)

~v(t) = _~x(t) =

0

@
_x(t)
_y(t)
_z(t)

1

A =

0

@
� R! sin !t
R! cos!t

h

1

A

~a(t) = _~v(t) =

0

@
•x(t)
•y(t)
•z(t)

1

A =

0

@
� R! 2 cos!t
� R! 2 sin!t

0

1

A

Damit gilt
•x(t) + ! 2x(t) = 0 ; •y(t) + ! 2y(t) = 0 :
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3.3. Vektor- oder Kraftfelder

De�nition 3.1.

1. Eine Funktion � : R3 ! R mit �( x; y; z) hei�t skalares Feld oder Skalarfeld .

Beispiele f•ur Skalarfelder sind r•aumliche Temperaturpro�le T(x; y; z) oder Ladungsdich-
ten %(x; y; z).

2. Als Vektorfeld oder Kraftfeld bezeichnet man eine vektorwertige Funktion~K : R3 !
R3 mit

~K (x; y; z) =

0

@
P(x; y; z)
Q(x; y; z)
R(x; y; z)

1

A :

~K weist jedem Punkt des Raumes einen Vektor zu.

Beispiele f•ur Vektorfelder sind das Magentfeld ~B , das elektrische Feld ~E , Kraftfelder
oder Geschwindigkeitsfelder~v.

Beispiel 3.3. Die elektrische Kraft, welche eine Punktladungq1 auf eine andere Punktladung
q2 aus•ubt, ist nach dem Coulomb 'schen Gesetz gegeben durch

~K =
q1 q2

4�" 0

1

(x2 + y2 + z2)3=2

0

@
x
y
z

1

A

3.4. Gradient, Divergenz, Rotation

De�nition 3.2.

1. Sei �( x; y) : R2 ! R stetig di�erenzierbar, dann hei�t der Ausdruck

grad � � 5 � :=
� @

@x
@
@y

�
� � =

� @�
@x
@�
@y

�
=

�
� x

� y

�

der Gradient von �.

Sei �( x; y; z) : R3 ! R stetig di�erenzierbar, dann hei�t der Ausdruck

grad � � 5 � :=

0

@

@
@x
@
@y
@
@z

1

A � � =

0

@

@�
@x
@�
@y
@�
@z

1

A =

0

@
� x

� y

� z

1

A

der Gradient von �.

2. Der Operator

r :=

0

B
B
@

@
@x
@
@y

1

C
C
A bzw. r :=

0

B
B
B
B
B
B
@

@
@x
@
@y
@
@z

1

C
C
C
C
C
C
A

hei�t Nabla-Operator .
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Der Nabla-Operator ist ein Vektor, der immer links von der zu di�erenzierenden Funktion
steht. Es gilt

grad� = r � ;

div ~K = r ~K;

rot ~K = r � ~K:

De�nition 3.3.

1. Sei ~K =
�

P(x; y)
Q(x; y)

�
ein Vektorfeld, dann hei�t

div ~K � 5 � ~K :=
� @

@x
@
@y

�
�

�
P(x; y)
Q(x; y)

�
=

@P
@x

+
@Q
@y

Divergenz von ~K .

2. Sei ~K =

0

@
P(x; y; z)
Q(x; y; z)
R(x; y; z)

1

A ein Vektorfeld, dann hei�t

div ~K � 5 � ~K :=

0

@

@
@x
@

@y
@
@z

1

A

0

@
P(x; y; z)
Q(x; y; z)
R(x; y; z)

1

A =
@P
@x

+
@Q
@y

+
@R
@z

Divergenz von ~K .

Bemerkung. Die Divergenz eines Vektorfeldes ist immer eine skalare Funktion.

Bemerkung. Ein Vektorfeld hei�t quellenfrei (d.h. es existieren keine Quellen bzw. Sen-
ken), falls die Divergenz verschwindet.

� div ~K > 0 . . . es existieren Quellen (Ausgangspunkt von Feldlinien)

� div ~K < 0 . . . es existieren Senken (Feldlinien verschwinden)

De�nition 3.4. Sei ~K =

0

@
P(x; y; z)
Q(x; y; z)
R(x; y; z)

1

A ein Vektorfeld im R3, dann hei�t

rot ~K := 5 � ~K =

0

@

@
@x
@

@y
@
@z

1

A �

0

@
P(x; y; z)
Q(x; y; z)
R(x; y; z)

1

A =

0

@
Ry � Qz

Pz � Rx

Qx � Py

1

A

Rotation von ~K .

61



Ein Vektorfeld ~K dessen Rotation gleich dem Nullvektor ~O ist, hei�t wirbelfrei .

Zusammenfassung:

� grad� (x; y; z) =

0

@
� x (x; y; z)
� y(x; y; z)
� z(x; y; z)

1

A heisst Gradient von �( x; y; z).

Der Gradient ist ein Vektorfeld.

� div ~K = Px (x; y; z) + Qy(x; y; z) + Rz(x; y; z) ist die Divergenz eines Vektor-
feldes ~K .
Die Divergenz ist ein skalares Feld.

� rot ~K =

0

@
Ry � Qz

Pz � Rx

Qx � Py

1

A ist die Rotation des Vektorfeldes ~K .

Die Rotation ist ein Vektorfeld.

3.5. Rechnen mit Di�erentialoperatoren

Es sollen einige wichtige Begri�e f•ur skalare Felder und f•ur Vektorfelder zusammengestellt
werden.

De�nition 3.5. Ein Vektorfeld ~K hei�t Potentialfeld oder Gradientenfeld wenn es eine
Funktion � gibt mit ~K = grad�. � hei�t dann das skalare Potential .

Direkt pr •uft man nach, dass stets gilt:

r (r � ~K ) = 0 und r � (r �) = ~0

d.h.

div(rot ~K ) = 0 ;

rot(grad�) = ~0:

Konsequenzen aus der Quellenfreiheit (div~K = 0) und aus der Wirbelfreiheit (rot ~K = ~0)
eines Vektorfeldes:

Satz 3.1.

1. Das Vektorfeld ~K ist genau dann wirbelfrei, wenn es ein skalares Feld � gibt mit
~K = grad�. Man nennt � dann skalares Potential .

Es gibt ein � mit ~K = grad� () rot ~K = ~0

2. Das Vektorfeld ~K ist genau dann quellenfrei, wenn es ein Vektorfeld~A gibt mit ~K =
rot ~A. Man nennt ~A dann ein Vektorpotential .
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Es gibt ein ~A mit ~K = rot ~A () div ~K = 0

Beispiel 3.4. Gegeben ist das skalare Potential

�( x; y; z) = arctan
x
y

; x � 0

Das dazugeh•orige Vektorfeld ~K lautet:

~K = grad� =

0

B
B
B
B
@

�
y

x2 + y2

x
x2 + y2

0

1

C
C
C
C
A

Da ~K ein Potentialfeld ist, gilt rot ~K = ~0.
Die Divergenz von ~K ist div ~K = 0. D.h. das Vektorfeld ist sowohl wirbel- als auch quellenfrei.
Weiters gilt

div ~K = div grad� = � xx + � yy + � zz = 0

Man nennt � mit
�� := � xx + � yy + � zz

den Laplace -Operator . Er spielt in der Elektrostatik eine gro�e Rolle, da alle elektrostati-
schen Probleme durch die Di�erentialgleichung (Poisson -Gleichung)

�� = �
%
"0

modelliert werden.

Beispiel 3.5. Das Kraftfeld

~K =

0

@
xy
xz

x2yz2

1

A

besitzt wegen

rot ~K =

�
�
�
�
�
�

~e1 ~e2 ~e3

@=@x @=@y @=@xz
xy xz x 2yz2

�
�
�
�
�
�

=

0

@
x2z2 � x
� 2xyz2

z � x

1

A

keine Potentialfunktion.

Beispiel 3.6. Das Kraftfeld

~K (~x) = c
~x

j~xj3
=

c
(x2 + y2 + z2)3=2

0

@
x
y
z

1

A

ist ein zentrales Kraftfeld (vgl. De�nition 4.3 und Beispie le (4.6) und (4.7)). Man rechnet
nach, dass

rot ~K = ~0 und div ~K = 0
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d.h. ~K ist ein Gradientenfeld.
Das zugeh•orige Potential ist

�( x; y; z) = �
c

p
x2 + y2 + z2

+ const.

Es gilt weiters
div ~K = div(grad�) = � � = 0

d.h. die Funktion � ist eine L •osung derLaplace -Gleichung.

Beispiel 3.7. Gegeben ist eine z•ahe Fl•ussigkeit, die durch ein Rohr mit dem RadiusR in
y-Richtung 
ie�t.

x

R

z

Abbildung 3.1.: Rohrquerschnitt

x,z

y

Abbildung 3.2.: Geschwindigkeitsfeld

Der Geschwindigkeitvektor ist nach dem Gesetz vonHagen-Poiseuille

~v = c

0

@
0

R2 � x2 � z2

0

1

A

Es gilt

div~v = 0 ; rot~v =

0

@
2cz
0

� 2cx

1

A

D.h. das Geschwindigkeitsfeld hat keine Quellen (div~v = 0), besitzt aber eine Zirkulation in
der xz-Ebene.
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4. Kurvenintegrale im Raum

4.1. De�nition

Bewegt man einen K•orper in einem Kraftfeld

~K =

0

@
P(x; y; z)
Q(x; y; z)
R(x; y; z)

1

A

so ist die dabei verrichtete Arbeit gleich dem Produkt Kraft � Weg.
Wir betrachten eine (orientierte) Raumkurve

C : ~x = ~x(t) =

0

@
x(t)
y(t)
z(t)

1

A ; � 0 � t � � 1 ;

mit dem Anfangspunkt P0 � ~P0 := ~x(� 0) und dem Endpunkt P1 � ~P1 := ~x(� 1).
Nun approximiert man die Kurve C durch einen Polygonzug vonN Strecken, d.h. man un-
terteilt das Intervall [ � 0; � 1] in N Teilintervalle:

� 0 = t0 < t 1 < : : : < t N = � 1

Die entlang der Strecke von~xi nach ~xi +1 mit ~xi := ~x(t i ) verrichtete Arbeit ist nun gleich

Wi = ~K (~xi ) � � ~xi mit � ~xi =

0

@
� x i

� yi

� zi

1

A = ~xi +1 � ~xi :

Die von P0 nach P1 verrichtete Arbeit wird dann approximiert durch

W �
N � 1X

i =0

�
~K (~xi ) � � ~xi

�
=

N � 1X

i =0

(P(~x(t i ))� x i + Q(~x(t i ))� yi + R(~x(t i ))� zi )

Mit _x(t i ) � � x i
� t i

; _y(t i ) � � yi
� t i

; _z(t i ) � � zi
� t i

; � t i = t i +1 � t i folgt

W �
N � 1X

i =0

(P(~x(t i )) _x(t i ) + Q(~x(t i )) _y(t i ) + R(~x(t i )) _z(t i )) � t i
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Geht man bei dieserRiemann 'schen Summe mit der Feinheit der Zerlegung gegen Null (�t i !
0 f•ur alle i ), so erh•alt man das Integral

W =
Z t1

t0

(P(x(t); y(t); z(t)) _x(t) + Q(x(t); y(t); z(t)) _y(t) + R(x(t); y(t); z(t)) _z(t)) dt

=
Z t1

t0

�
~K (~x(t)) � _~x(t)

�
dt =:

Z

C
P dx + Q dy + R dz

De�nition 4.1. Das Integral

W =
Z t1

t0

~K (~x(t)) � _~x(t) dt =
Z

C
P dx + Q dy + R dz �

Z

C

~K d~x

wird als Kurvenintegral bzw. Linienintegral des Vektorfeldes ~K entlang der Kurve C
bezeichnet.

Bemerkung.

a) Der Wert des Integrals h•angt i.A. nicht nur vom Anfangs- und Endpunkt des Integra-
tionsweges ab, sondern auch vom vorgegebenen Weg.

b) ~K (~x(t)) � _~x(t) ist die Kraft, die tangential auf die Kurve wirkt, da _~x(t) in jedem Punkt
~x der Kurve C in Richtung der Tangente weist.

c) F•ur ein Kurvenintegral entlang einer geschlossenen Kurve verwendet man das Symbol
I

C

~K d~x

Die Berechnung von Kurvenintegralen erfolgt in 3 Schritten:

1. Parameterdarstellung der Kurve C : ~x = ~x(t)

2. Berechnung von _~x(t)

3. Die Funktionen x(t); y(t); z(t) in die Komponenten P; Q; R von ~K einsetzen, das
Skalarprodukt ~K (~x(t)) � _~x(t) berechnen und die Integration ausf•uhren.

Beispiel 4.1. Betrachte

~K =

0

@
x2y

x � z
xyz

1

A

und C, einen Parabelbogeny = x2 in der Ebenez = 2 von A(0; 0; 2) nach B (1; 1; 2), d.h.

C : ~x(t) =

0

@
t
t2

2

1

A ; 0 � t � 1:

W =
Z 1

0

0

B
B
B
B
B
B
@

0

@
t2 � t2

t � 2
t � t2 � 2

1

A

| {z }
~K (~x(t))

�

0

@
1
2t
0

1

A

| {z }
_~x(t)

1

C
C
C
C
C
C
A

dt =
Z 1

0
(t4 + 2 t2 � 4t) dt =

17
15
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Beispiel 4.2.

~K =

0

@
x
y
z

1

A ; C : ~x(t) =

0

@
cost
sin t

0

1

A ; 0 � t � 2� :

Z

C
x dx + y dy + z dz =

Z 2�

0

0

@
cost
sin t

0

1

A �

0

@
� sin t
cost

0

1

A dt =
Z 2�

0
0dt = 0

Bemerkung. In diesem Fall wird entlang einer geschlossenen KurveCkeine Arbeit verrichtet.

Analog de�niert man ein Linienintegral in der Ebene: Man betrachtet eine ebene KurveC
in Parameterdarstellung

C : ~x = ~x(t); t0 � t � t1

und ein Feld
~K =

�
P(x; y)
Q(x; y)

�

Dann hei�t Z

C

~Kd~x �
Z

C
Pdx + Qdy :=

Z t1

t0

~K (~x(t)) � _~x(t) dt

Linienintegral von ~K in der Ebene entlang der KurveC.

Beispiel 4.3. Man bestimme die Arbeit, die das Kraftfeld ~K =
�

x2

� xy

�
bei der Bewegung

eines Teilchens entlang des Viertelkreises

C : ~x =
�

cost
sin t

�
; 0 � t � �= 2;

leistet.

Mit _~x(t) =
�

� sin t
cost

�
folgt

Z

C

~Kd~x =
Z �= 2

t=0

�
cos2 t

� sin t cost

�
�

�
� sin t
cost

�
dt =

Z �= 2

0
(� 2) sin t cos2 t dt

=
2
3

cos3 t
�
�
�
�= 2

0
= �

2
3

:

Die Arbeit ist negativ, da das Kraftfeld die Bewegung entlang der Kurve behindert.

Beispiel 4.4. Man berechne
R

C y2dx + xdy, wobei

a) C = C1 die Strecke vonP(� 5; � 3) nach Q(0; 2) ist;

b) C = C2 der Parabelbogenx = 4 � y2 von P(� 5; � 3) nach Q(0; 2) ist.
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zu a) C1 : ~x(t) =
�

� 5
� 3

�
+ t

�
5
5

�
=

�
5t � 5
5t � 3

�
; 0 � t � 1 ; _~x(t) =

�
5
5

�

Z

C
y2dx + xdy =

Z

C

�
y2

x

� �
dx
dy

�
=

Z 1

0

�
(5t � 3)2

5t � 5

�
�

�
5
5

�
dt

= 5
Z 1

0
(25t2 � 25t + 4) dt = �

5
6

:

zu b) C2 : ~x(t) =
�

4 � t2

t

�
; � 3 � t � 2 ; _~x(t) =

�
� 2t

�

Z

C2

y2dx + xdy =
Z

C2

�
y2

x

� �
dx
dy

�
=

Z 2

� 3

�
t2

4 � t2

�
�

�
� 2t

1

�
dt

=
Z 2

� 3
(� 2t3 � t2 + 4) dt = 40

5
6

:

Man bekommt verschiedene Werte f•ur das Linienintegral, obwohl Anfangs- und Endpunkt
identisch sind.

4.2. Eigenschaften

Bemerkung. F•ur gew•ohnliche Integrale gelten die folgenden Relationen (sieheMathematik
A):

Z b

a
f (x) dx +

Z c

b
f (x) dx =

Z c

a
f (x) dx und

Z b

a
f (x) dx = �

Z a

b
f (x) dx:

Kurvenintegrale besitzen entsprechende Eigenschaften:

� W•ahlen wir einen Punkt P auf der Kurve C, so teilt dieser C in zwei Kurven C1 und C2

(siehe Abb. 4.1). Wir schreibenC= C1 + C2. Dann gilt
Z

C

~K d~x =
Z

C1

~K d~x +
Z

C2

~K d~x

� Bezeichnet nunC die (orientierte) Raumkurve von A nach B und �C die im entgegen-
gesetzten Sinn vonB nach A durchlaufene Kurve (siehe Abb. 4.2). Dann gilt

Z

C

~K d~x = �
Z

�C

~K d~x

� Man betrachtet nun zwei orientierte Raumkurven C1 und C2, die beide vonA nach B
laufen und dann die geschlossene KurveC = C1 + ( �C 2), die von A •uber B wieder nach
A zur•uckl•auft (siehe Abb. 4.3). Gilt

I

C

~K d~x = 0 (4.1)
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11
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22

AA

BB

PP

Abbildung 4.1.: C1 + C2

AA

BB

CC
- C

Abbildung 4.2.: �C

AA

BB

CC

CC

11

22

Abbildung 4.3.: geschlossen

so erh•alt man
I

C

~K d~x =
Z

C1

~K d~x +
Z

�C 2

~K d~x =
Z

C1

~K d~x �
Z

C2

~K d~x = 0

Daraus folgt Z

C1

~K d~x =
Z

C2

~K d~x

D.h. der Wert des Linienintegrals von A nach B ist unter der Voraussetzung (4.1) vom
gew•ahlten Weg unabh•angig.

4.3. Gradientenfelder und Kurvenintegrale

In der Regel ist das Kurvenintegral wegabh•angig. F•ur spezielle Vektorfelder ist es jedoch
wegunabh•angig.

De�nition 4.2. Ein Vektorfeld ~K (x; y; z) hei�t Gradientenfeld oder Potentialfeld , wenn
es eine stetig di�erenzierbare Funktion � : R3 ! R gibt mit

~K (x; y; z) = grad�( x; y; z)

d.h. es gilt

P(x; y; z) =
@�
@x

(x; y; z);

Q(x; y; z) =
@�
@y

(x; y; z);

R(x; y; z) =
@�
@z

(x; y; z):

Die Funktion �( x; y; z) hei�t eine zu ~K geh•orendePotentialfunktion .
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Bemerkung.

1. Zwei zu ~K geh•orende Potentialfunktionen unterscheiden sich h•ochstens um eine additive
Konstante.

2. In der Physik bezeichnet man Kraftfelder, die eine zugeh•orige Potentialfunktion besit-
zen, alskonservative Kraftfelder .

3. Die Gradientenfelder sind diejenigen Vektorfelder, f•ur welche die Kurvenintegrale immer
wegunabh•angig sind.

Es gilt:

Satz 4.1 (Hauptsatz •uber Kurvenintegrale).
Sei G � R3 ein achsenparalleler Quader und~K : G ! R3 ein Vektorfeld mit stetigen
partiellen Ableitungen. Dann sind folgende Aussagen gleichbedeutend:

1. ~K ist ein Gradientenfeld

2. In G gelten die Integrabilit •atsbedingungen

@P
@y

=
@Q
@x

;
@Q
@z

=
@R
@y

;
@R
@x

=
@P
@z

() rot ~K = ~0

3. Der Wert des Kurvenintegrals
R

C
~K d~x h•angt f•ur alle in G verlaufenden Kurven C nur

von Anfangs- und Endpunkt der Kurve ab.

4. Das Kurvenintegral
H

C
~K d~x ist f •ur alle in G verlaufenden, geschlossenen KurvenC stets

Null.

Bemerkung. Im Fall eines zweidimensionalen Vektorfeldes ~K =
�

P(x; y)
Q(x; y)

�
lautet die

Integrabilit •atsbedingung
@P
@y

=
@Q
@x

Berechnung des Kurvenintegrals im Fall eines Gradientenfel des Sei

~K =

0

@
P(x; y; z)
Q(x; y; z)
R(x; y; z)

1

A != grad�( x; y; z) =

0

@
� x (x; y; z)
� y(x; y; z)
� z(x; y; z)

1

A :

Das totale Di�erential von � lautet

d� =
@�
@x

dx +
@�
@y

dy +
@�
@z

dz

= P dx + Q dy + R dz

= ~K � d~x:
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Daher ist
Z

C

~K d~x =
Z

C

�
@�
@x

dx +
@�
@y

dy +
@�
@z

dz
�

=
Z t1

t0

d�
dt

dt = �( t)
�
�
�
t1

t0

= �( t1) � �( t0)

= �
�
�
�
Endpunkt von C

� �
�
�
�
Anfangspunkt von C

:

Satz 4.2 (Integration eines Gradientenfeldes).
Ist ~K ein Gradientenfeld mit dem Potential �, d.h. ~K = grad�, und C eine von P1 nach P2

verlaufende Kurve. Dann ist Z

C

~K d~x = �
�
�
�
P2

� �
�
�
�
P1

Folgerung: Das Linienintegral entlang einer geschlossenen Kurve ist f•ur ein Gradientenfeld
~K stets Null: I

C

~K d~x = �
�
�
�
P1

� �
�
�
�
P1

= 0

Beispiel 4.5. Das Vektorfeld

~K (x; y) =
�

3x2y
x3

�

ist ein Gradientenfeld, denn es gilt

@P
@y

= 3x2 ;
@Q
@x

= 3x2

Daher gibt es eine Potentialfunktion �( x; y) mit

� x = 3x2y ; � y = x3

Integriert man die erste Gleichung nachx, so folgt

�( x; y) = x3y + ' (y)

mit einer \Integrationskonstanten", die von y abh•angen kann. Mit der zweiten Gleichung folgt
dann

� y(x; y) = x3 + ' 0(y) != x3

=) ' 0(y) = 0 = ) ' (y) = C = const.

=) �( x; y) = x3y + C

Das Kurvenintegral von ~K entlang einer Kurve C mit dem Anfangspunkt P0(x0; y0) und dem
Endpunkt P1(x1; y1) ist daher

Z

C

~K d~x =
Z

C
d� = �

�
�
�
P1

P0

= �( x1; y1) � �( x0; y0) = x3
1y1 � x3

0y0
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De�nition 4.3. Ein Kraftfeld ~K hei�t radialsymmetrisch (= zentrales Kraftfeld ), wenn
der Betrag von ~K nur vom Abstand r = j~xj =

p
x2 + y2 + z2 abh•angt und der Vektor ~K in

jedem Punkt radial nach au�en zeigt:

~K (~x) = f (r ) � ~x =

0

@
f (r ) x
f (r ) y
f (r ) z

1

A

Beispiel 4.6.

a) ~K (~x) = 

m1m2

r 3 ~x Gravitationskraft

b) ~K (~x) =
1

4�" o

q1q2

r 3 ~x Coulombkraft

Behauptung. Alle radialsymmetrischen Kraftfelder sind Potentialfelder.
Beweis: Mit P = f (r ) x; Q = f (r ) y folgt

@P
@y

= x f 0(r )
@
@y

p
x2 + y2 + z2 = f 0(r )

xy
r

@Q
@x

= y f 0(r )
@

@x

p
x2 + y2 + z2 = f 0(r )

xy
r

=) Py = Qx

Analog zeigt man, dass die•ubrigen Integrabilit •atsbedingungen erf•ullt sind.

Beispiel 4.7. Die zu den Kraftfeldern von Bsp. 4.6 geh•orenden Potentialfunktionen sind

a)�( x; y; z) = � 

m1m2p

x2 + y2 + z2
Gravitationspotential

b)�( x; y; z) = �
1

4�" o

q1q2p
x2 + y2 + z2

elektrostatisches Potential

Beispiel 4.8. Ist

~E(~x) =

0

@
E1(x; y; z)
E2(x; y; z)
E3(x; y; z)

1

A

ein elektrostatische Feld, so gibt das Kurvenintegral

U =
Z

C

~E d~x =
Z

C
E1 dx + E2 dy + E3 dz

die Potentialdi�erenz, d.h. die Spannung zwischen Anfangs- und Endpunkt der Kurve C an.

Beispiel 4.9 (Magnetfeld eines geraden Leiters). Ein homogener inz-Richtung liegen-
der, stromdurch
ossener Draht erzeugt in der xy-Ebene ein Magnetfeld proportional zu 1

r ,
dessen Richtung tangential zu den Kreislinienx2 + y2 = R2 ist:

~B =
� 0I
2�

1
x2 + y2

�
� y
x

�
;
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x

y

also
@B1
@y

=
@B2
@x

=
� 0I
2�

y2 � x2

(x2 + y2)2 :

Daher ist ~B ein konservatives Kraftfeld.
Wir berechnen nun noch das Kurvenintegral entlang eines Kreises mit dem RadiusR um

den Ursprung (0; 0):

Kreislinie C : ~x(t) = R
�

cost
sin t

�
; 0 � t � 2� ; _~x(t) = R

�
� sin t
cost

�

I

C

~B d~x =
� 0I
2�

Z 2�

0

1

x2(t) + y2(t)
| {z }

R2

�
� R sint
R cost

�
�

�
� R sint
R cost

�
dt =

� 0I
2�

Z 2�

0
dt

= � 0I 6= 0 (!!)

Begr•undung: Im Ursprung wird das Feld ~B singul•ar!
Entlang jeder geschlossenen Kurve, die den Ursprungnicht enth•alt, ist das Kurvenintegral

stets Null.
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5. Ober
 •achenintegrale

5.1. Fl•achen im Raum

Eine Kurve C im R3 wird beschrieben durch eine Parameterdarstellung miteinem Parameter

C : ~x(t) =

0

@
x(t)
y(t)
z(t)

1

A ; t0 � t � t1

Eine (gekr•ummte) Fl •ache im R3 wird beschrieben durch eine Parameterdarstellung mitzwei
Parametern:

De�nition 5.1. Sei S � R2 ein Bereich in der Ebene (z.B. Rechteck) in dem die Variablen
(= Parameter) ( u; v) variieren, d.h. (u; v) 2 S (z.B. u1(v) � u � u2(v); v1 � v � v2). Eine
Fl •ache F � R3 wird de�niert durch die Parameterdarstellung

F : ~x(u; v) =

0

@
x(u; v)
y(u; v)
z(u; v)

1

A

wenn x; y; z (stetige, partiell di�erenzierbare) Funktionen der beiden Variablen (u; v) sind.
Beim Durchlaufen aller (u; v)-Werte bewegt sich der Punkt, zu dem der Vektor~x(u; v) weist,
auf der Fl•acheF .

Die Tangentialebene an die Fl •ache F im Punkt P wird von den Richtungsvektoren

~xu =
@~x
@u

=

0

@
xu(u; v)
yu(u; v)
zu(u; v)

1

A und ~xv =
@~x
@v

=

0

@
xv(u; v)
yv(u; v)
zv(u; v)

1

A

aufgespannt.
Der Normalvektor der Tangentialebene und damit der Normalvektor der Fl •ache F ist

dann gegeben durch
~n = ~xu � ~xv

Beispiel 5.1. Eine EbeneE im R2 wird durch die drei Punkte P0; P1; P2 aufgespannt. Mit
den Bezeichnungen

~x0 =
�!

OP0; ~x1 =
�!

OP1; ~x2 =
�!

OP2

kann dann diese Ebene angegeben werden in der Parameterform

E : ~x(u; v) = ~x0 + u ~x1 + v ~x2
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Beispiel 5.2. Eine Kugel
 •ache mit dem RadiusR und dem Mittelpunkt im Ursprung hat
mit den Kugelkoordinaten u = '; v = � die Parameterdarstellung

~x(u; v) =

0

@
R cosu sinv
R sinu sinv

R cosv

1

A mit
0 � u � 2�
0 � v � �

(5.1)

Der Fl •acheninhalt O des Fl•achenst•ucks

F : ~x(u; v) =

0

@
x(u; v)
y(u; v)
z(u; v)

1

A ; (u; v) 2 S

ist dann gegeben durch

O =
ZZ

F
dF =

ZZ

S
j~xu � ~xv j du dv

Beispiel 5.3. Ober
 •ache der Halbkugel mit dem RadiusR.
Aus der Darstellung (5.1) folgt

~xu =

0

@
� R sinu sinv
R cosu sinv

0

1

A ; ~xv =

0

@
� R cosu cosv
R sinu cosv

� R sinv

1

A

~xu � ~xv = � R2 sinv

0

@
cosu sinv
sinu sinv

cosv

1

A ; j~xu � ~xv j = R2 sinv

Damit folgt

O =
ZZ

F
dF =

Z 2�

u=0

Z �= 2

v=0
R2 sinv dv du = 2 �R 2

5.2. Ober
 •achenintegrale

De�nition 5.2. Sei ~K =

0

@
P(x; y; z)
Q(x; y; z)
R(x; y; z)

1

A ein Vektorfeld im Raum und F ein Fl•achenst•uck

in der expliziten Darstellung
z = f (x; y) ; (x; y) 2 B

oder in Parameterform
~x = ~x(u; v) ; (u; v) 2 S

mit dem Normalvektor ~n gegeben durch

~n =

0

@
� f x

� f y

1

1

A bzw. ~n = ~xu � ~xv :
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Dann hei�t das Integral
ZZ

F

�
~K � ~n

�
dA :=

ZZ

B

�
~K (~x) � ~n

�
dx dy

=
ZZ

S

�
~K (x(u; v); y(u; v); z(u; v)) � (~xu � ~xv)

�
du dv

Ober
 •achenintegral von ~K •uber F .
Dabei bezeichnetB den Bereich der Projektion des Fl•achenst•ucks F in die xy{Ebene, S
bezeichnet den Parameterbereich von (u; v).

Schreibweise: Man schreibt f•ur das Ober
 •achenintegral auch
ZZ

F

~K d ~A :=
ZZ

F
( ~K � ~n) dA

Physikalische Interpretation ~K sei ein station•ares Geschwindigkeitsfeld einer str•omenden
Fl •ussigkeit. Dann beschreibt ZZ

F

�
~K � ~n

�
dA

den Fluss durchF , d.h. das Fl•ussigkeitsvolumen, das in einer Zeiteinheit durch die Fl•acheF

ie�t.

Beispiel 5.4. Betrachte

~K =

0

@
x2

y2

z

1

A

auf dem BereichF der Ebenez = x + y + 1, der •uber dem Quadrat 0 � x � 1; 0 � y � 1,
liegt. Dann gilt

ZZ

F

�
~K � ~n

�
dA =

ZZ

B

0

@

0

@
x2

y2

z(x; y)

1

A �

0

@
� 1
� 1
1

1

A

1

A dx dy

=

1Z

x=0

1Z

y=0

(� x2 � y2 + x + y + 1) dx dy

=
Z 1

0
(� x2 �

1
3

+ x +
1
2

+ 1) dx =
4
3

:

Beispiel 5.5. Gegeben ist das Geschwindigkeitsfeld eines str•omenden Mediums

~K (~x) =

0

@
x
yp

x2 + y2

1

A

das durch die Halbkugel
•ache

x2 + y2 + z2 = R2 ; z > 0

nach oben 
ie�t. Welche Masse 
ie�t pro Zeiteinheit durch di eses Fl•achenst•uck?
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Wir verwenden wie in Bsp. 5.2 Kugelkoordinaten f•ur die Parameterdarstellung der Halb-
sph•are:

~x(u; v) =

0

@
R cosu sinv
R sinu sinv

R cosv

1

A mit
0 � u � 2�

0 � v �
�
2

Der in Richtung der positiven z-Achse gerichtete Normalvektor ist

~n = � (~xu � ~xv) = R2 sinv

0

@
cosu sinv
sinu sinv

cosv

1

A

=) ~K (~x) � ~n = R3 sinv

Man erh•alt also
ZZ

F
( ~K (~x) � ~n) dA =

Z 2�

u=0

Z �= 2

v=0

~K (~x(u; v)) � (~xu � ~xv) du dv

= R3
Z 2�

u=0

Z �= 2

v=0
sinv du dv

= 2 �R 3

Beispiel 5.6. Magnetischer Fluss
Der magnetische Fluss � des Magnetfeldes~B durch die Fl•acheF ist gegeben durch

� =
ZZ

F
( ~B � ~n) dA

Speziell f•ur das Magnetfeld

~B =
� 0I
2�

1
x2 + y2

0

@
� y
x
0

1

A

(siehe Bsp. 4.9) ist der magnetische Fluss durch die Kreis
•achex2 + y2 � R2; z = 0 gesucht.

Wegen~n =

0

@
0
0
1

1

A ist ( ~B � ~n) = 0. Damit ist der gesuchte magnetische Fluss gleich Null.

Beispiel 5.7. Betrachte

~K =

0

@
2x
� y
3z

1

A auf F : ~x(u; v) =

0

@
u
v

1
4uv

1

A ; juj � 1; jvj � 1:

Dann gilt

~xu =

0

@
1
0
v
4

1

A ; ~xv =

0

@
0
1
u
4

1

A ; ~xu � ~xv =

0

@
� v

4
� u

4
1

1

A ;

I =
Z 1

u= � 1

Z 1

v= � 1

0

@

0

@
2u
� v
3
4uv

1

A �

0

@
� v

4
� u

4
1

1

A

1

A du dv =
Z 1

u= � 1

Z 1

v= � 1

uv
2

du dv = 0 :
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6. Integrals•atze

6.1. Satz von Stokes

Der Satz von Stokes stellt einen Zusammenhang her zwischen Kurvenintegralen (•uber ge-
schlossene Kurven) und Ober
•achenintegralen.

Satz 6.1. Sei ~K ein Vektorfeld, F ein Fl•achenst•uck im Raum und C= @F der Rand von F .
Dann gilt

Z

C= @F

~K d~x =
ZZ

F

�
rot ~K � ~n

�
dA:

Die Orientierung von C und die Fl•achennormale~n bilden dabei eine Rechtsschraube.

n

F

C

Physikalische Interpretation Die physikalische Arbeit entlang einer geschlossenen Kurve C
ist gleich dem Fluss des zugeh•origen Wirbelfeldes durch ein Fl•achenst•uck mit dem Rand C.

Beispiel 6.1. Betrachte

~K =

0

@
x
y
z

1

A

und F , die obere Halbsph•are mit Radius R = 1.

1. Berechnung des Ober
•achenintegrals:

Parameterdarstellung des Fl•achenst•ucks:

F :
x = cos ' sin#
y = sin ' sin#
z = cos #

;
0 � ' � 2�
0 � # � �= 2

rot ~K =

�
�
�
�
�
�

~e1 ~e2 ~e3
@

@x
@

@y
@
@z

x y z

�
�
�
�
�
�

= ~0
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=)
ZZ

F

�
rot ~K � ~n

�
dA =

ZZ

F

�
~0 � ~n

�
dA = 0

2. Berechnung des Linienintegrals:

Parameterdarstellung der Kurve:

C :
x = cos '
y = sin '
z = 0

; 0 � ' � 2�

Z

C

~K d~x = 0 (siehe Bsp. 4.2)

Bemerkung. Ist rot ~K = ~0, dann ist das Ober
•achenintegral stets Null, daher auch das ent-
sprechende Kurvenintegral. Daher h•angt der Wert des Kurvenintegrals nicht von der Gestalt
der Kurve ab.
Ist also ein Feld ~K wirbelfrei, d.h. es ist ein Gradientenfeld (rot ~K = ~0), so ist das Kurvenin-
tegral •uber ~K wegunabh•angig.

6.2. Satz von Gauss

Dieser Satz liefert einen Zusammenhang zwischen einem Ober
 •achenintegral und einem Drei-
fachintegral.

Satz 6.2. Sei B ein dreidimensionaler Bereich mit der Rand
•acheF = @B(= geschlossene
Fl•ache) und ~K ein Vektorfeld. Dann gilt

ZZ

F

�
~K � ~n

�
dA =

ZZZ

B
div ~K dV

Dabei muss der Normalvektor~n auf die Fl•acheF nach au�en orientiert sein.

Beispiel 6.2. Sei

~K =

0

@
x
y
z

1

A ; B : : : Obere Halbkugel mit Radius R = 1 :

1. Berechnung des Dreifachintegrals: Wegen div~K = 3 folgt

ZZZ

B
div ~K dV =

1Z

r =0

2�Z

' =0

�= 2Z

#=0

3r 2 sin# dr d' d# = 3 �
ZZZ

B
dV = 3 � VHalbkugel

= 3
2�
3

= 2 �:

79



2. Berechnung des Ober
•achenintegrals:
ZZ

F

�
~K � ~n

�
dA =

ZZ

F1

�
~K � ~n

�
dA =

ZZ

F2

�
~K � ~n

�
dA

F1 : : : obere Halbsph•are
F2 : : : Kreisscheibex2 + y2 � 1; z = 0

a) Integral •uber F1:

F1 : ~x =

0

@
cos' sin#
sin ' sin#

cos#

1

A ;
0 � ' � 2�
0 � # � �= 2

~x' � ~x# = : : : = �

0

@
cos' sin2 #
sin ' sin2 #
sin# cos#

1

A

Da ~n nach au�en orientiert sein muss, muss die dritte Komponentedes Normal-
vektors > 0 sein! Man muss f•ur ~n also � (~x' � ~x#) nehmen:

�
~K � ~n

�
=

0

@

0

@
cos' sin#
sin ' sin#

cos#

1

A �

0

@
cos' sin2 #
sin ' sin2 #
sin# cos#

1

A

1

A = : : : = sin #

I 1 =
Z 2�

' =0

Z �= 2

#=0
sin# d' d# = 2 � (� cos#)

�
�
�
�= 2

0
= 2 �:

b) Integral •uber F2:

~x =

0

@
r cos'
r sin '

0

1

A ;
0 � r � 1

0 � ' � 2�

~xr � ~x' =

0

@
cos'
sin '

0

1

A �

0

@
� r sin '
r cos'

0

1

A =

0

@
0
0
r

1

A

=)
�

~K � ~n
�

=

0

@

0

@
r cos'
r sin '

0

1

A �

0

@
0
0

� r

1

A

1

A = 0 = ) I 2 = 0

=) I = I 1 + I 2 = 2 �:
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Beispiel 6.3. Gegeben sei das elektrische Feld

~E =

0

@
x � z

x3 + yz
y � 3

1

A :

Man berechne den elektrischen Fluss durch die Ober
•ache des Kegels mit der H•ohe h = 2
und dem RadiusR = 2.

2

2

x

z

y

� =
ZZ

F

~E � ~n dA =
ZZZ

B
div ~E dV

Es gilt

div ~E =
@

@x
(x � z) +

@
@y

(x3 + yz) +
@
@z

(y � 3) = 1 + z

Mit den Zylinderkoordinaten

x = r cos'

y = r sin '

z = z

ergeben sich f•ur den VolumsbereichB die Grenzen

0 � ' � 2� ; 0 � z � 2 � r ; 0 � r � 2

Damit folgt

� =
Z 2�

' =0

Z 2

r =0

Z 2� r

z=0
(1 + z) r dr d' dz = 4 �:

Beispiel 6.4. Sei

~K =

0

@
x3

x2y
x2z

1

A ;

F : : : Ober
 •ache des Zylindersx2 + y2 � a2; 0 � z � b, a; b2 R.
Wir berechnen das Ober
•achenintegral I =

RR
F

~K � ~n dA unter Verwendung des Satzes von
Gau�:

div ~K = 3x2 + x2 + x2 = 5x2
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Zylinder:
� a � x � a

�
p

a2 � x2 � y �
p

a2 � x2

0 � z � b

Zylinderkoordinaten:

x = r cos'
y = r sin '

z = z

0 � r � a
0 � ' � 2�
0 � z � b

I =
ZZZ

B
div ~K dV =

Z a

r =0

Z b

z=0

Z 2�

' =0
5r 2 cos2 ' r dr d' dz

= 5b
a4

4

Z 2�

' =0
cos2 ' d' =

5a4b
4

�

Beispiel 6.5. Die GesamtladungQ in einem r•aumlichen BereichB mit der Rand
 •acheF ist
bei einer Ladungsdichte%(x; y; z) gegeben durch

Q =
ZZZ

B
%(x; y; z) dV

Der elektrische Fluss durch die Ober
•ache F entspricht bis auf eine Konstante "0 der im
Gebiet B eingeschlossenen Ladung

Q = "0

ZZ

F
( ~E � ~n) dA =

ZZZ

B
%(x; y; z) dV (6.1)

Nach demGauss 'schen Satz gilt aber f•ur das Ober
 •achenintegral
ZZ

F
( ~E � ~n) dA =

ZZZ

B
div ~E dV (6.2)

Wegen der Gleichheit der Integranden in (6.1) und (6.2) f•ur jeden Bereich B folgt mit dem
Mittelwertsatz der Integralrechnung die Gleichheit der Integranden:

"0 div ~E = %

Die Quellen des elektrischen Feldes stellen die Ladungsdichten dar.

Bemerkung. Da es keine magnetische Ladung gibt, gilt f•ur das Magnetfeld stets

div ~B = 0

6.3. Satz von Green

(Spezialfall des Satzes vonStokes f•ur die Ebene)
Die ebene, geschlossene KurveC sei positiv orientiert, der von C eingeschlossene Bereich sei
D ; die Funktionen P und Q seien inD stetig di�erenzierbar. Dann gilt:

Z

C
Pdx + Qdy =

ZZ

D

�
@Q
@x � @P

@y

�
dA
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Beispiel 6.6. Man berechne Z

C
x4 dx + xy dy

wobei C der Rand des Dreiecks mit den EckpunktenA(0; 0), B (1; 0) und C(0; 1) ist.

a) Direkt:

C = C1 + C2 + C3;

I = I 1 + I 2 + I 3:

A B

C

C
C

C1

2
3

� I 1 =
R

C1
x4 dx + xy dy; C1 : ~x(t) =

�
t
0

�
; 0 � t � 1 ; _~x =

�
1
0

�

I 1 =
Z 1

0

�
t4

0

�
�

�
1
0

�
dt =

1
5

� I 2 =
R

C2
x4 dx + xy dy; C2 : ~x(t) =

�
1 � t

t

�
; 0 � t � 1 ; _~x =

�
� 1
1

�

I 2 =
Z 1

0

�
(1 � t)4

(1 � t) � t

�
�

�
� 1
1

�
dt =

Z 1

0
(� t4 + 4 t3 � 7t2 + 5 t � 1)dt = �

1
30

� I 3 =
R

C3
x4 dx + xy dy; C3 : ~x(t) =

�
0

1 � t

�
; 0 � t � 1 ; _~x =

�
0

� 1

�

I 3 =
Z 1

2

�
0
0

�
�

�
0

� 1

�
dt = 0

Insgesamt erh•alt man

I =
1
5

�
1
30

+ 0 =
1
6

:

b) •Uber Green 'schen Satz:

I =
Z

C
x4

|{z}
P

dx + xy
|{z}

Q

dy =
ZZ

D

�
@Q
@x � @P

@y

�
dA

D :0 � x � 1

0 � y � 1 � x

I =
Z 1

x=0

Z 1� x

y=0
(y � 0) dydx =

1
2

Z 1

x=0
(1 � x)2dx =

1
6

:
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Beispiel 6.7. Man berechne
Z

C
(3y � esin x ) dx + (7 x +

p
y4 + 1) dy;

wobei C die Kreislinie x2 + y2 = 9 darstellt.
Die direkte Berechnung des Kurvenintegrals ist praktisch unm•oglich. Wir w •ahlen den Weg

•uber den Green 'schen Satz:

I =
ZZ

D

� @
@x

(7x +
p

y4 + 1)
| {z }

=7

�
@
@y

(3y � esin x )
| {z }

=3

�
dA =

ZZ

D
4dA = 4

ZZ

D
dA:

Dabei ist D die Kreisscheibex2 + y2 � 9 mit dem Radius r = 3 . Ihr Fl •acheninhalt ist

AK =
ZZ

D
dA = 9 �:

Damit erh•alt man
I = 4 AK = 36�:

6.4. Maxwell 'sche Gleichungen

Sie bilden die Glanzst•ucke der mathematischen Physik des 19. Jahrhunderts und beschreiben
alle Ph•anomene der klassischen Elektrodynamik.

Die Grundlage bilden vier physikalische Gesetzm•a�igkeiten.

6.4.1. Das Faraday 'sche Induktionsgesetz

Die zeitliche •Anderung des magnetischen Flusses in einer Leiterschleifeinduziert eine
Spannung.

UB i

Ui = �
@
@t

� = �
@
@t

ZZ

F

~B d ~A

Ist F zeitlich konstant, so folgt

Ui = �
ZZ

F

�
@
@t

~B
�

d ~A
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Die induzierte Spannung ist mit dem elektrischen Feld verkn•upft •uber (siehe Bsp. 4.8)

Ui =
I

C

~E d~x =
ZZ

F
rot ~E d ~A

Die letzte Umformung ergibt sich aus demStokes 'schen Satz. Damit folgt
ZZ

F
rot ~E d ~A =

ZZ

F

�
�

@
@t

~B
�

d ~A

Mit dem Mittelwertsatz der Integralrechnung folgt schlie� lich

rot ~E = �
@
@t

~B

6.4.2. Gauss 'sches Gesetz der Elektrostatik

Der Fluss des elektrischen Feldes ist proportional zur Gesamtladung Q.
ZZ

F

~E d ~A =
1
"0

Q

Dabei bezeichnet"0 die Dielektrizit •atskonstante (= elektrische Feldkonstante) und F die den
r•aumlichen BereichB berandende Fl•ache.

Ist %(x; y; z) die Ladungsverteilung innerhalb des BereichsB , so gilt

Q =
ZZZ

B
%(x; y; z) dV

Damit folgt
1
"0

Q =
1
"0

ZZZ

B
%(x; y; z) dV =

ZZ

F

~E d ~A

F•ur das Doppelintegral gilt nach dem Gauss 'schen Integralsatz
ZZ

F

~E d ~A =
ZZZ

B
div ~E dV

und damit erh•alt man
ZZZ

B
div ~E dV =

1
"0

ZZZ

B
%(x; y; z) dV

d.h.

div ~E =
%
"0

D.h. die Quellen des elektrischen Feldes sind die Ladungsdichten.
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C

y

x

z

6.4.3. Ampere 'sches Gesetz

Ein stromdurch
ossener Leiter induziert ein Magentfeld.
I

C

~B d~x = � 0I

Dabei weise der Strom
uss in Richtung derz-Achse.
Mit � 0 bezeichnet man die Permeabilit•atskonstante (= magnetische Feldkonstante).

Ist ~j die Stromdichte innerhalb der durch C festgelegten Fl•ache F , dann ist der Strom
gegeben durch

I =
ZZ

F

~j d ~A

Mit dem Stokes 'schen Integralsatz folgt

� 0 I = � 0

ZZ

F

~j d ~A =
I

C

~B d~x =
ZZ

F
rot ~B d ~A

und schlie�lich ZZ

F
� 0~j d ~A =

ZZ

F
rot ~B d ~A

Diese Relation gilt f•ur alle Fl•achenF und daher gilt die Relation

� 0~j = rot ~B

Da das Magnet quellenfrei ist (es gibt keine magnetischen Monopole), folgt

div ~B = 0 :

Damit erh•alt man die vier Gleichungen

div ~E =
%
"0

; (6.3)

rot ~B = � 0~j; (6.4)

rot ~E = �
@
@t

~B; (6.5)

div ~B = 0 : (6.6)

Bildet man von (6.4) die Divergenz, so folgt wegen div(rot~K ) = 0 f •ur ein beliebiges Vektor-
feld ~K

div
�

� 0~j
�

= 0

d.h. die Divergenz der Stromdichte ist Null, was allerdingsim Wiederspruch steht zur
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6.4.4. Kontinuit •atsgleichung

Die zeitliche •Anderung der Gesamtladung in einem r•aumlichen Bereich B ist gleich dem
Strom
uss durch seine Ober
•ache F .

@
@t

Q =
ZZZ

B

@
@t

%(x; y; z) dV = �
ZZ

F

~j d ~A = �
ZZZ

B
div~j dV

wobei die letzte Umformung ZZZ

B
div~j dV =

ZZ

F

~j d ~A

aus demGauss 'schen Integralsatz folgt. Damit ergibt sich insgesamt:

@
@t

%= � div~j (Kontinuit •atsgleichung )

Aus der Kontinuit •atsgleichung folgt

div~j = �
@
@t

%
(6:3)
= �

@
@t

�
"0 div ~E

�
= div

�
� "0

@
@t

~E
�

=) div
�

~j + "0
@
@t

~E
�

= 0

~j + "0
@
@t

~E � � � Maxwell 'scher Gesamtstrom

"0
@
@t

~E � � � Verschiebungstrom

Ersetzt man nun in Glg. (6.4) ~j durch ~j + "0
@
@t

~E , so sind die Gleichungen (6.3)� (6.6)

widersruchsfrei und man erh•alt die Maxwell 'schen Gleichungen f•ur das Vakuum

rot ~E = �
@
@t

~B

div ~B = 0

div ~E =
%
"0

rot ~B = � 0~j + "0� 0
@
@t

~E
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7. Partielle Di�erentialgleichungen

7.1. Wellengleichung

7.1.1. Homogene Di�erentialgleichung und homogene Randbe dingung

homogene DGL: utt = c2uxx

homogene RB: u(0; t) = u(l; t ) = 0
AB: u(x; 0) = f (x); ut (x; 0) = g(x)

Produktansatz: u(x; t ) = X (x) � T(t) =)

un (x; t ) =
�

an cos
n�c

l
t + bn sin

n�c
l

t
�

sin
n�
l

x

Superposition:

u(x; t ) =
1X

n=1

�
an cos

n�c
l

t + bn sin
n�c

l
t
�

sin
n�
l

x

Bestimmung der Koe�zienten an ; bn aus den AB:

an =
2
l

Z l

0
f (x) sin

n�
l

x dx ; bn =
2

n�c

Z l

0
g(x) sin

n�
l

x dx

7.1.2. Inhomogene Di�erentialgleichung und homogene Rand bedingung

inhomogene DGL: utt = c2uxx + ' (x; t )
homogene RB: u(0; t) = u(l; t ) = 0

AB: u(x; 0) = f (x); ut (x; 0) = g(x)

Ansatz: u(x; t ) = w(x; t ) + z(x; t ) mit

� w L•osung der hom. DGL + hom. RB + AB
L•osung: Siehe 7.1.1

� z L•osung der inhom. DGL + hom. RB + hom. AB

{ Ansatz f•ur z:

z(x; t ) =
1X

n=1

Zn (t) sin
n�
l

x (7.1)

{ Entwicklung von ' (x; t ) bzgl. x in eine Fourierreihe:

' (x; t ) =
1X

n=1

' n (t) sin
n�
l

x (7.2)

88



Durch Einsetzen von (7.1) und (7.2) in die inhom. DGL erh•alt man nach Koe�zienten-
vergleich eine gew•ohnliche DGL f•ur Zn (t):

Z 00
n (t) + c2 n2� 2

l2
Zn (t) = ' n (t) ; n = 1 ; 2; : : :

mit den AB Zn (0) = Z 0
n (0) = 0

7.1.3. Inhomogene Di�erentialgleichung und inhomogene Ra ndbedingung

inhomogene DGL: utt = c2uxx + ' (x; t )
inhomogene RB: u(0; t) = r (t) ; u(l; t ) = s(t)

AB: u(x; 0) = f (x); ut (x; 0) = g(x)

Ansatz: u(x; t ) = w(x; t ) + z(x; t ) mit

� z(x; t ) = r (t) + x
l (s(t) � r (t))

� F•ur w(x; t ) ergibt sich damit eine DGL mit homog. RB:

wtt = c2wxx + ' � (x; t )

w(0; t) = w(l; t ) = 0

w(x; 0) = f � (x); wt (x; 0) = g� (x)

mit
' � (x; t ) = ' (x; t ) � ztt (x; t )

f � (x) = f (x) � z(x; 0)
g� (x) = g(x) � zt (x; 0)

L•osung: Siehe 7.1.2

7.2. Di�usionsgleichung

7.2.1. Homogene Di�erentialgleichung und homogene Randbe dingung

homogene DGL: ut = c2uxx

homogene RB: u(0; t) = u(l; t ) = 0
AB: u(x; 0) = f (x)

Produktansatz: u(x; t ) = X (x) � T(t) =)

un (x; t ) = ane� c2 n 2 � 2

l 2
t sin

n�
l

x

Superposition:

u(x; t ) =
1X

n=1

ane� c2 n 2 � 2

l 2
t sin

n�
l

x

Bestimmung des Koe�zienten an aus der AB:

an =
2
l

Z l

0
f (x) sin

n�
l

x dx
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7.2.2. Inhomogene Di�erentialgleichung und homogene Rand bedingung

inhomogene Dgl: ut = c2uxx + ' (x; t )
homogene RB: u(0; t) = u(l; t ) = 0

AB: u(x; 0) = f (x)

Ansatz: u(x; t ) = w(x; t ) + z(x; t ) mit

� w L•osung der hom. DGL + hom. RB + AB
L•osung: Siehe 7.2.1

� z L•osung der inhom. DGL + hom. RB + hom. AB

{ Ansatz f•ur z:

z(x; t ) =
1X

n=1

Zn (t) sin
n�
l

x (7.3)

{ Entwicklung von ' (x; t ) bzgl. x in eine Fourierreihe:

varphi (x; t ) =
1X

n=1

' n (t) sin
n�
l

x (7.4)

Durch Einsetzen von (7.3) und (7.4) in die inhom. DGL erh•alt man nach Koe�zienten-
vergleich eine gew•ohnliche DGL f•ur Zn (t):

Z 0
n (t) + c2 n2� 2

l2
Zn (t) = ' n (t) ; n = 1 ; 2; : : :

mit der AB Zn (0) = 0

7.2.3. Inhomogene Di�erentialgleichung und inhomogene Ra ndbedingung

inhomogene DGL: ut = c2uxx + ' (x; t )
inhomogene RB: u(0; t) = r (t) ; u(l; t ) = s(t)

AB: u(x; 0) = f (x)

Ansatz: u(x; t ) = w(x; t ) + z(x; t ) mit

� z(x; t ) = r (t) + x
l (s(t) � r (t))

� F•ur w(x; t ) ergibt sich damit eine DGL mit homog. RB:

wt = c2wxx + ' � (x; t )

w(0; t) = w(l; t ) = 0

w(x; 0) = f � (x)

mit
' � (x; t ) = ' (x; t ) � zt (x; t );

f � (x) = f (x) � z(x; 0):

L•osung: Siehe 7.2.2.
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7.3. Schwingende Membran

Wir betrachten einen BereichB in der xy-Ebene, der von der
"
Randkurve\ @Bbegrenzt wird,

siehe Abb. 7.1. Eine d•unne, homogene Membran sei•uber @Bgespannt.
Gesucht ist die Auslenkung

z = z(x; y; t )

der Membran aus der Ruhelage im Punkt (x; y) zur Zeit t .

B

x

y

Abbildung 7.1.: Bereich

Di�erentialgleichung: F•ur alle (x; y) 2 B , t > 0

ztt = c2 � � z = c2 � (zxx + zyy ) :

Randbedingung: F•ur alle (x; y) 2 @B

z(x; y; t ) = ' (x; y; t )

Anfangsbedingung: F•ur alle (x; y) 2 B

z(x; y; 0) = f (x; y);

zt (x; y; 0) = g(x; y):

Wir fordern (analog zur schwingenden Saite)

f (x; y) = g(x; y) = 0

f•ur alle (x; y) 2 @B.
F•ur einen beliebigen BereichB kann die L•osung hier nicht angegeben werden. Wir betrach-

ten nur den Spezialfall der rechteckigen Membran.

7.3.1. Rechteckige Membran

Betrachte
B =

�
(x; y) 2 R2 j 0 < x < a ; 0 < y < b

	
:
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x

y

B

Abbildung 7.2.: Rechteckige Membran

Randbedingung: F•ur alle 0 � y � b

z(0; y; t) = 0 ;

z(a; y; t) = 0 :

F•ur alle 0 � x � a

z(x; 0; t) = 0

Anfangsbedingung: F•ur alle 0 � x � a

z(x; b; t) = 0 :

F•ur alle (x; y) 2 B

z(x; y; 0) = f (x; y);

zt (x; y; 0) = g(x; y):

1. Trennung von Zeit- und Ortsvariablen :

z(x; y; t ) = H (x; y) � T(t);

ztt = H (x; y) � T00(t);

zxx = H xx (x; y) � T(t);

zyy = H yy (x; y) � T(t):

Eingesetzt in die Di�erentialgleichung ergibt das

H � T00= c2 � (H xx � T + H yy � T )

und nach Division durch c2 � H � T

T00

c2T
=

1
H

(H xx + H yy ) =
� H
H

= � = const.;

also eine gew•ohnliche Di�erentialgleichung f •ur T(t),

T00� c2 � � � T = 0 ;

und eine partielle Di�erentialgleichung f •ur H (x; y) (Helmholtz -Gleichung),

� H � � � H = 0 :
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2. Trennung der Ortsvariablen :

H (x; y) = F (x) � G(y);

H xx = F 00(x) � G(y);

H yy = F (x) � G00(y):

Eingesetzt liefert das
F 00� G + F � G00� � � F � G = 0 ;

also
F 00

F
+

G00

G
= �

und somit
F 00

F|{z}
von x abh.

= � �
G00

G| {z }
von y abh.

= � = const.

Es ergeben sich also die zwei gew•ohnlichen Di�erentialgleichungen

F 00� � � F = 0 ;

G00+ ( � � � ) � G = 0 :

3. L •osen der gew •ohnlichen Di�erentialgleichungen unter Ber •ucksichtigung der
Randbedingung :

z(0; y; t) = F (0) � G(y) � T(t) = 0 ) F (0) = 0

z(a; y; t) = F (a) � G(y) � T(t) = 0 ) F (a) = 0

z(x; 0; t) = F (x) � G(0) � T(t) = 0 ) G(0) = 0

z(x; b; t) = F (x) � G(b) � T(t) = 0 ) G(b) = 0 :

F•ur F (x) ist folgendes Problem analog zum Problem bei der schwingenden Saite zu
l•osen:

F 00� � � F = 0 ; F (0) = 0 ; F (a) = 0 :

Setze� = � p2, p 2 R und erhalte die L•osung

F (x) = A � cospx + B � sinpx:

Die eingesetzte Randbedingung liefert

F (0) = 0 : A = 0

F (a) = 0 : B � sinpa = 0 ;

somit B = 0 oder sinpa = 0, was wiederum pa = m� , m 2 N, bedeutet. Somit p = m�
a ,

also sind die Eigenwerte

� = � p2 = �
� m�

a

� 2

und die Eigenfunktionen

Fm (x) = sin
m�
a

� x; m 2 N:
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F•ur G(y) ist folgendes Problem zu l•osen:

G00+ ( � � x) � G = 0 ; G(0) = 0 ; G(b) = 0 :

Setze� � � = q2, somit
G(y) = A cosqy+ B sinqy:

Die Randbedingung liefert

G(0) = 0 : A = 0

G(b) = 0 : B � sinqb= 0 ;

somit qb= n� , n 2 N, also q = n�
b . Das liefert die Eigenfunktionen

Gn (y) = sin
n�
b

� y; n 2 N:

Die gemeinsamen Eigenwerte sind also

� m;n = � � q2 = �
� m�

n

� 2
�

� n�
b

� 2
:

Di�erentialgleichung f •ur T(t):
T00� c2�T = 0 :

Setze

� m;n = � � 2
mn = �

� � m�
n

� 2
+

� n�
b

� 2
�

;

somit
T00+ c2 � � 2

mn � T = 0 ;

d.h.
Tmn (t) = Amn � cosc� mn t + Bmn � sinc� mn t:

Zusammen ergibt das

zmn (x; y; t ) = Fm (x) � Gn (y) � Tmn (t)

= ( Amn � cosc� mn t + Bmn � sinc� mn t) � sin
m�
a

x � sin
n�
b

y:

Die Funktionen zmn (x; y; t ) erf•ullen die Di�erentialgleichung und die Randbedingung!

4. Superpositionsprinzip und Ber •ucksichtigung der Anfangsbedingung : Setze

z(x; y; t ) =
X

m;n

zmn (x; y; t )

=
1X

m=1

1X

n=1

(Amn � cosc� mn t + Bmn � sinc� mn t) � sin
m�
a

x � sin
n�
b

y:

Die Anfangsbedingung lautet

z(x; y; 0) =
1X

m=1

1X

n=1

Amn � sin
m�
a

x � sin
n�
y

!= f (x; y);

zt (x; y; 0) =
1X

m=1

1X

n=1

Bmn � c � � mn � sin
m�
a

x � sin
n�
b

y != g(x; y):
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a) Wir setzen f und g schiefsymmetrisch auf� a < x < a bzw. � b < y < b fort.

b) Wir setzen f ung g periodisch mit der Periode 2a (in x) und 2b (in y) fort.

Jedenfalls k•onnen f und g in Doppel-Fourier-Sinusreihen entwickelt werden:

f (x; y) =
1X

m=1

1X

n=1

amn � sin
m�
a

x � sin
n�
b

y;

g(x; y) =
1X

m=1

1X

n=1

bmn � sin
m�
a

x � sin
n�
b

y;

somit

amn =
4
ab

Z a

x=0

Z b

y=0
f (x; y) � sin

m�
a

x � sin
n�
b

y dx dy;

bmn =
4
ab

Z a

x=0

Z b

y=0
g(x; y) � sin

m�
a

x � sin
n�
b

y dx dy:

Koe�zientenvergleich in der Anfangsbedingung liefert schlie�lich

Amn = amn =
4
ab

Z a

x=0

Z b

y=0
f (x; y) � sin

m�
a

x � sin
n�
b

y dx dy;

Bmn = bmn =
4
ab

Z a

x=0

Z b

y=0
g(x; y) � sin

m�
a

x � sin
n�
b

y dx dy:

7.3.2. Kreisf •ormige Membran

Di�erentialgleichung
Utt = c2(Uxx + Uyy ) in K R

mit K R = f (x; y) 2 R2 j x2 + y2 < R 2g,
Randbedingung

U = 0 auf @KR ;

Anfangsbedingungen folgen sp•ater.
Polarkoordinaten:

x = r cos' r =
p

x2 + y2

y = r sin ' ' = arctan
y
x

Somit

r x =
x
r

;

' x =
1

1 +
� y

x

� 2 �
�

�
y
x2

�
= �

y
r 2 :
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Mit U(x; y; t ) = u(r; �; t ) gilt also

Utt = utt

Ux = ur r x + u' ' x =
x
r

ur �
y
r 2 u'

Uxx =
1
r

ur �
x2

r 3 ur +
x
r

� x
r

urr �
y
r 2 ur'

�
+

2xy
r 4 u' �

xy
r 3 ur' +

y2

r 4 u'' =

=
x2

r 2 urr �
2xy
r 3 ur' +

y2

r 4 u'' +
y2

r 3 ur +
2xy
r 4 u'

Uyy =
y2

r 2 urr �
2xy
r 3 ur' +

x2

r 4 u'' +
x2

r 3 ur +
2xy
r 4 u' (analog)

Utt = c2(Uxx + Uyy )

utt = c2
�

urr +
1
r

ur +
1
r 2 u''

�
= c24 u:

Annahme: radialsymmetrisches Problem, d.h.u h•angt nicht vom Winkel ' ab. Dies f•uhrt
zur Di�erentialgleichung

utt = c2
�

urr +
1
r

ur

�

mit der Randbedingung
u(R; t ) = 0

und den Anfangsbedingungen

u(r; 0) = f (r )

ut (r; 0) = g(r ):

(Annahme: AB seien auch radialsymmetrisch, da diese auf radialsymmetrische L•osungen
f•uhren.)

1. Schritt Produktansatz:
u(r; t ) = W (r )T(t):

Somit

W T00= c2
�

W 00T +
1
r

W 0T
�

T00

c2T
=

1
W

�
W 00+

1
r

W 0
�

= � k2

(wobei k konstant), also

W 00+
1
r

W 0+ k2W = 0 (7.5)

T00+ k2c2T = 0 (7.6)

mit der Randbedingung

u(R; t ) = W (R)T(t) = 0

W (R) = 0 :
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2. Schritt L•osen der Di�erentialgleichung f•ur W :

s = kr; W (r ) = w(s); W 0 = w0ds
dr

= kw; W 00= k2w00:

Aus (7.5) ergibt sich

k2w00+
k
s

kw0+ k2w = 0 ;

also

w00+
w0

s
+ w = 0 ;

eine Bessel sche Di�erentialgleichung (siehe Anhang A.2) zum Index� = 0 mit der L •osung

w(s) = c1J0(s) + c2Y0(s):

Da Y0(s) f •ur s ! 0 gegen1 strebt, die L•osung aber f•ur r ! 0 beschr•ankt sein soll, w•ahlen
wir c2 = 0. D.h.

W (r ) = J0(kr ):

Die Randbedingung lautet
W (R) = J0(kR) = 0 :

W•ahle k so, dasskR eine Nullstelle der Bessel funktion J0 ist:

kR = � m

mit J0(� m ) = 0 f •ur m = 1 ; 2; : : : .
Eigenwerte:

km =
� m

R
;

Eigenfunktionen:
Wm (r ) = J0

� � m

R
r
�

:

F•ur T(t) gilt

T00+ k2
m c2T = 0 ; km c = � m

T00+ � 2
m T = 0 ;

also
T(t) = am cos� m t + bm sin � m t:

Damit ist

um (r; t ) = Wm (r )Tm (t) = J0

� � m

R
r
�

(am cos� m t + bm sin � m t):

Eigenschwingungen: Die Frequenz ist

vm =
� m

2�
=

c
2�

km

v1 =
c

2�
k1 =

c
2�

�
� 1

R

v2 =
c

2�
�
� 2

R
:
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3. Schritt Superposition:

u(r; t ) =
1X

m=1

um (r; t ) =
1X

m=1

(am cos� m t + bm sin � m t)J0

� � m

R
r
�

ist L •osung der Di�erentialgleichung, die die Randbedingung erf•ullt. Betrachte Anfangsbedin-
gung

u(r; 0) = f (r );

also
1X

m=1

amJ0

� � m

R
r
�

= f (r ):

Satz 7.1. F•ur jedes festen 2 N0 bilden die Bessel funktionen

Jn

� � 1

R
r
�

; Jn

� � 2

R
r
�

; : : :

auf [0; R] eine orthogonale Funktionenfamilie bzgl. der Gewichtsfunktion � = r , d.h.

D
Jn

� � i

R
r
�

; Jn

� � j

R
r
�E

=
Z R

0
rJ n

� � i

R
r
�

Jn

� � j

R
r
�

dr =

=

(
0 f•ur i 6= j
R2

2 J 2
n+1 (� i ) f •ur i = j

:

Daher ist

am =

RR
0 rf (r )J0

� � m
R r

�
dr

RR
0 rJ 2

0

� � m
R r

� =
2

R2J 2
1 (� m )

Z R

0
rf (r )J0

� � m

R
r
�

dr:

Aus dem 2. Anfangswert
ut (r; 0) = g(r )

ergibt sich
1X

m=1

bm � m J0

� � m

R
r
�

= g(r )

und somit

bm � m =

R
rg(r )J0

� � m
R r

�
dr

R2 J 2
1 (� m )
2

bm =
2

� m R2J 2
1 (� m )

Z R

0
rg(r )J0

� � m

R
r
�

dr:

7.4. Potential einer Kugel

Wir betrachten die Potentialgleichung im R3

4 U = 0
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in x2 + y2 + z2 < R 2 oder x2 + y2 + z2 > R 2, wobei einmal der Innenraum und dann der
Au�enraum der Sph•are mit dem Radius R betrachtet wird.

In Kugelkoordinaten:

x = r cos' sin#

y = r sin ' sin# U(x; y; z) = u(r; '; # )

z = r cos#

und somit

4 u = urr +
2
r

ur +
1
r 2 u## +

cot #
r 2 u# +

1
r 2 sin2 #

u''

=
1
r 2

�
@
@r

�
r 2 @u

@r

�
+

1
sin#

@
@#

�
sin#

@u
@#

�
+

1
sin2 #

@2u
@#2

�
:

Auf der Kugelober
 •acheK : x2 + y2 + z2 = R2 sei eine elektrische Ladungsverteilung von
folgender Form vorgegeben:

u(R; '; # ) = f (#):

Gesucht ist das elektrostatische Potential im Innenraum bzw. im Au�enraum. Im zweiten
Fall tritt noch die Bedingung

lim
r !1

u(r; '; # ) = 0

dazu.
Da das Potential auf K nicht vom Winkel ' abh•angt, wird es im Raum von ' unabh•angig

sein, d.h. u = u(r; # ). Wir betrachten also folgendes Randwertproblem:

@
@r

�
r 2 @u

@r

�
+

1
sin#

@
@#

�
sin#

@u
@#

�
= 0 (7.7)

u(R; #) = f (#) (7.8)

lim
r !1

u(r; # ) = 0 (f •ur Au�enraumproblem) : (7.9)

Produktansatz

u(r; # ) = G(r ) � H (#);

also
1
G

d
dr

(r 2G0(r )) = �
1

H sin#
d

d#
(sin #H 0(#)) = k (const.)

und somit

1
sin#

d
d#

(sin #H 0) + kH = 0 (7.10)

d
dr

(r 2G0) � kG = 0 : (7.11)
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L•osung von (7.11)

r 2G00+ 2rG 0 � kG = 0 ;

eine Euler'sche Di�erentialgleichung, die mit dem Ansatz G(r ) = r � auf

� 2 + � � k = 0 ;

also

� 1;2 = �
1
2

�

r
1
4

+ k

f•uhrt. Zur Vereinfachung setzen wir k = n(n + 1), somit

� 1 = n; � 2 = � (n + 1)

Gn (r ) = r n ; G�
n = r � n� 1:

L•osung von (7.10) Substituiere

cos# =: w

sin2 # = 1 � w2

d
d#

= � sin#
d

dw
H (#) = Ĥ (w)

und erhalte so
(1 � w2)Ĥ 00� 2wĤ 0+ n(n + 1) Ĥ = 0

(Legendre'sche Di�erentialgleichung, siehe Anhang A.1).F•ur n = 0 ; 1; 2� � � erhalten wir als
L•osungen die Legendre'schen Polynome

Ĥn (w) = Pn (w) = Pn (cos#):

Anmerkung: Man kann zeigen, dass es notwendig ist,n 2 N0 zu w•ahlen, um eine auf
� 1 � w � 1 oder 0� # � � stetig di�erenzierbare Funktion zu erhalten. Damit gilt

un = An r nPn (cos#); An 2 R (f •ur Innenraumaufgaben geeignet);

u�
n =

Bn

r n+1 Pn (cos#); Bn 2 R (f •ur Au�enraumaufgaben geeignet):

7.4.1. Innenraumproblem

Die Funktionen un sind L•osungen der Di�erentialgleichung (7.7), die im Ursprung regul•ar
sind. Eine Superposition liefert

u(r; # ) =
1X

n=0

An r nPn (cos#):

Die Randbedingung (7.8) lautet

u(R; #) =
1X

n=0

AnRnPn (cos#) = f (#):
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Die Funktion f wird also (in eine verallgemeinerte Fourier-Reihe) nach den Legendre-
Polynomen entwickelt:

f (#) = f (arccos(cos#)) = ~f (w)

=
1X

n=0

� n Pn (w) =
1X

n=0

� nPn (cos#)

mit

� n =

R1
� 1

~f (w)Pn (w) dw
R1

� 1 P2
n (w) dw

=
2n + 1

2

Z �

0
f (#)Pn (cos#) sin # d#:

Daraus folgt zun•achst An = � n
Rn und schlie�lich f •ur die L•osung des Innenraumproblems

u(r; # ) =
1X

n=0

An r nPn (cos#)

mit

An =
2n + 1
2Rn

Z �

0
f (#)Pn (cos#) sin # d#:

7.4.2. Au�enraumproblem

Die Funktion

u� (r; # ) =
1X

n=0

Bn

r n+1 Pn (cos#)

erf•ullt die Di�erentialgleichung (7.7) und die Randbedingung (7.9). Analog zu den vorigen
•Uberlegungen folgt aus der Randbedingung (7.8)

Bn

Rn+1 =
2n + 1

2

Z �

0
f (#)Pn (cos#) sin # d#

die L•osung des Au�enraumproblems in der Form

u� (r; # ) =
1X

n=0

Bn

r n+1 Pn (cos#)

mit

Bn =
2n + 1

2
Rn+1

Z �

0
f (#)Pn (cos#) sin # d#:

7.5. W•armeleitung auf der Kreisscheibe

Wir l •osen das W•armeleitungsproblem

4 u = a2ut
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mit

u(~x; 0) = f (~x) f •ur k~xk � R;

u(~x; t) = 0 f •ur k~xk = R;

bzw.
@u
@~n

(~x; t) = 0 f •ur k~xk = R:

Dazu setzen wiru(~x; t) = ~X (~x)T(t) an. Dies ergibt f•ur die W•armeleitungsgleichung

4 ~X
~X

= a2 T0

T
:

Da die linke Seite nur von der Ortsvariablen, die rechte nur von der Zeit abh•angt, m•ussen
beide konstant sein, also =� � 2 (die Wahl der Konstanten � 0 wird sich sp•ater rechtfertigen).
Wir bekommen daher zwei Gleichungen

4 ~X = � � 2 ~X;

a2T0 = � � 2T:

Die zweite Gleichung wird durch T(t) = exp
�

� � 2

a2 t
�

gel•ost; die erste bleibt noch zu l•osen.

Dazu f•uhren wir Polarkoordinaten ein und erhalten mit ~X (~x) = X (r; ' )

4 X (r; ' ) =
@2X
@r2

+
1
r

@X
@r

+
1
r 2

@2X
@'2

= � � 2X:

Mit dem Produktansatz X (r; ' ) = P(r )�( ' ) erh•alt man

P00� +
1
r

P0� +
1
r 2 P� 00= � � 2P�

und nach Division durch P� und Ordnen

r 2 P00

P
+ r

P0

P
+ � 2r 2 = �

� 00

�
:

Die linke Seite h•angt nur von r , die rechte nur von ' ab, wodurch beide Seiten konstant
= � � 2 sein m•ussen.

Wir l •osen zuerst
� 00= � � 2� ;

wobei sich aus der notwendigen Periodizit•at von � die periodischen Randbedingungen

�(0) = �(2 � ) und � 0(0) = � 0(2� )

ergeben. Die L•osungen lauten dann

�( ' ) = A cos�' + B sin �';

wobei die Randbedingungen noch zu erf•ullen sind:

�(0) = A = �(2 � ) = A cos 2�� + B sin 2��

� 0(0) = �B = � 0(2� ) = � �A sin 2�� + �B cos 2��:
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Als Gleichungssystem inA und B aufgefasst, hat dies genau dann eine nicht-triviale L•osung,
wenn die Determinante

�
�
(cos 2�� � 1)2 + sin 2 2��

�

verschwindet. Dies ist o�ensichtlich nur f •ur � 2 Z m•oglich (wir w•ahlen � = k 2 N0).
Es verbleibt noch die Gleichung

P00+
1
r

P0�
k2

r 2 P =
1
r

�
(rP )0 �

k2

r

�
= � � 2P (7.12)

unter der Randbedingung P(R) = 0 (bzw. P0(R) = 0) zu l •osen. Eine zweite Randbedin-
gung wird sich ausjP(0)j < 1 ergeben. Die obige Gleichung ist derBessel schen Di�eren-
tialgleichung sehr •ahnlich und kann durch die Variablensubstitution t = �r auf eine solche
transformiert werden:

dP
dr

=
dP
dt

dt
dr

= �
dP
dt

d2P
dr2 =

d2P
dt2

�
dt
dr

� 2

= � 2 d2P
dt2

und somit
t2

� 2 � 2 •P +
t
�

� _P + ( t2 � k2)P = 0 :

L•osungen dieser Gleichung k•onnen durch die Bessel -Funktionen erster Art Jk und die
Bessel -Funktionen zweiter Art Yk angegeben werden (siehe Anhang A.2). Die Randbedin-
gung, dassP im Ursprung beschr•ankt bleiben soll, f•uhrt dazu, dass der Anteil von Yk an der
L•osung verschwinden muss. Es gilt daher

P(r ) = Jk (�r );

wobei nun noch die zweite RandbedingungP(R) = 0 (bzw. P0(R) = 0) erf •ullt werden muss.
Wir bezeichnen nun mit � (k)

i die i -te Nullstelle der k-ten Bessel -Funktion (bzw. mit � (k)
i die

i -te Nullstelle der Ableitung der k-ten Bessel -Funktion); wegen der Gleichung (7.12) sind
die Funktionen Jk (�r ) genau f•ur

� =
� (k)

i

R
bzw. � =

� (k)
i

R

L•osungen des obigen Randwertproblems.
Wir haben also spezielle L•osungen folgender Gestalt erhalten (i � 1; k � 0):

ui;k (~x; t) = Jk

 
� (k)

i

R
r

!

(A cosk' + B sink' ) exp

0

@�

 
� (k)

i

aR

! 2

t

1

A

(bzw. analoge L•osungen unter Verwendung von� (k)
i ). Es verbleibt noch nachzupr•ufen, ob

mit Linearkombinationen dieser L•osungenalle Anfangsbedingungen erf•ullt werden k•onnen.
Dazu bemerken wir wieder, dass nach dem Entwicklungssatz die Linearkombinationen der
Eigenfunktionen von (7.12) dicht im Raum der stetigen Funktionen auf [0; R] liegen; ebenso
liegen die trigonometrischen Funktionen dicht im Raum der stetigen Funktionen auf [0; 2� ].
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Dann liegen aber nach dem Satz von Stone-Weiterstra� die Produkte solcher Funktionen dicht
im Raum der stetigen Funktionen auf dem Kreis.

Letztendlich m•ussen wir noch kl•aren, wie die Koe�zienten in der Entwicklung einer
Funktion f (x) = f (r; ' ) nach den oben erhaltenen Funktionen zu gewinnen sind. Dazu
bemerken wir, dass wegen der Orthogonalit•at von Eigenfunktionen von Sturm-Liouville-

Problemen die L•osungen Jk

�
� ( k )

i
R r

�
paarweise orthogonal bez•uglich des Skalarprodukts

hp; qi =
RR

0 p(r )q(r ) r dr sind. Daher sind alle erhaltenen speziellen L•osungen paarweise
orthogonal bez•uglich des Skalarproduktes

hf; g i =
Z R

0

Z 2�

0
f (r; ' )g(r; ' ) r dr d':

Die Koe�zienten a(k)
i und b(k)

i in der Entwicklung

f (r; ' ) =
1X

i =1

a(0)
i J0

�
� (0)

i
r
R

�
+

1X

k=1

1X

i =1

Jk

�
� (k)

i
r
R

� �
a(k)

i cosk' + b(k)
i sink'

�

k•onnen daher durch

a(0)
i =

1

2�A (0)
i

Z R

0

Z 2�

0
J0

�
� (0)

i
r
R

�
f (r; ' )r dr d'

A (0)
i =

Z R

0
J0

�
� (0)

i
r
R

� 2
r dr

a(k)
i =

1

�A (k)
i

Z R

0

Z 2�

0
Jk

�
� (k)

i
r
R

�
f (r; ' )r cosk' dr d'

b(k)
i =

1

�A (k)
i

Z R

0

Z 2�

0
Jk

�
� (k)

i
r
R

�
f (r; ' )r sink' dr d'

A (k)
k =

Z R

0
Jk

�
� (k)

i
r
R

� 2
r dr

berechnet werden.
Als endg•ultige L•osung ergibt sich nun

u(~x; t) = u(r; '; t ) =
1X

i =1

a(0)
i J0

�
� (0)

i
r
R

�
exp

0

@�

 
� (0)

i

aR

! 2

t

1

A +

1X

k=1

1X

i =1

Jk

�
� (k)

i
r
R

� �
a(k)

i cosk' + b(k)
i sink'

�
exp

0

@�

 
� (k)

i

aR

! 2

t

1

A ;

bzw. ein analoger Ausdruck mit � (k)
i . Im Falle einer radialsymmetrischen Anfangsbedingung

treten nur die Terme mit J0 auf.
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A. Potenzreihenans•atze bei gew•ohnlichen
Di�erentialgleichungen

A.1. L •osungen bei regul•aren Koe�zienten

De�nition A.1. Ein Punkt, in dem die Koe�zienten p und q der Di�erentialgleichung

y00+ p(x)y0+ q(x)y = 0

analytisch sind, hei�t regul•arer Punkt der Di�erntialgleichung.

F•ur eine solche Di�erentialgleichung kann man L•osungen mit Hilfe des Ansatzes

y(x) =
1X

n=0

an (x � x0)n

�nden, wenn x0 ein regul•arer Punkt ist (Potenzreihenansatz).

Beispiel A.1 ( Legendre 'sche Di�erentialgleichung). Betrachte

(1 � x2)y00� 2xy0+ � (� + 1) y = 0 ; � 2 R:

Dann ist x0 = 0 ein regul•arer Punkt.
Ansatz:

y(x) =
1X

m=0

am xm :

In die Di�erentialgleichung eingesetzt liefert dies

(1 � x2)
1X

m=0

m(m � 1)am xm� 2 � 2x
1X

m=0

mamxm� 1 + � (� + 1)
1X

m=0

am xm = 0 ;

also
1X

m=0

((m + 1)( m + 2) am+2 + ( � � m)( � + m + 1) am )) xm = 0 :

Ein Koe�zientenvergleich liefert die Rekursionsformel

am+2 = �
(� � m)( � + m + 1)

(m + 1)( m + 2)
; am ; m � 0:
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Somit f•ur

m = 0 : a2 = �
� (� + 1)

1� 2
a0;

m = 1 : a3 = �
(� � 1)(� + 2)

2� 3
a1;

m = 2 : a4 = �
(� � 2)(� + 3)

3� 4
a2 =

� (� � 2)(� + 1)( � + 3)
4!

a0;

m = 3 : a5 = �
(� � 3)(� + 4)

4� 5
a3 =

(� � 1)(� � 3)(� + 2)( � + 4)
5!

a1:

Im Allgemeinen gilt also

a2k = ( � 1)k � (� � 2) � � � (� + 2 � 2k)( � + 1)( � + 3) � � � (� + 2k � 1)
(2k)!

a0;

a2k+1 = ( � 1)k (� � 1)(� � 3) � � � (� � 2k + 1)( � + 2)( � + 4) � � � (� + 2k) � � � (� + 2k)
(2k + 1)!

a1:

Damit folgt die L •osung der Di�erentialgleichung

y(x) = a0p� (x) + a1q� (x)

mit

p� (x) =
1X

k=0

(� 1)k � (� � 2) � � � (� + 2 � 2k)( � + 1) � � � (� + 2k � 1)
(2k)!

x2k ;

q� (x) =
1X

k=0

(� 1)k (� � 1)(� � 3) � � � (� � 2k + 1)( � + 2) � � � (� + 2k)
(2k + 1)!

x2k+1 :

Bemerkung. Die beiden Reihen konvergieren f•ur jxj < 1, die Funktionen p� und q� sind
linear unabh•angig.

Spezialfall � = n 2 N.
Rekursionsformel

am+2 = �
(� � m)( � + m + 1)

(m + 1)( m + 2)
; am ; m � 0;

also f•ur m = 0
an+2 = an+4 = � � � = 0 :

F•ur n gerade bricht die Reihepn (x) bei xn ab, die Reiheqn (x) bricht nicht ab.
F•ur n ungerade bricht umgekehrt die Reihepn(x) nicht ab, die Reihe qn(x) bricht bei xn

ab.
Die allgemeine L•osung enth•alt daher auf jeden Fall ein Polynom Pn (x) und eine unendliche

Reihe Qn (x).
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Um Pn anzugeben, ist es•ublich, an so zu w•ahlen, dassPn (1) = 1:

an =
(2n)!

2n (n!)2 ;

an� 2 = �
(n � 1)n
2(2n � 1)

an = �
(2n � 2)!

2n (n � 1)!(n � 2)!
;

an� 4 =
(2n � 4)!

2n2!(n � 2)!(n � 4)!
;

an� 2k =
(� 1)k (2n � 2k)!

2nk!(n � k)!(n � 2k)!
;

also

Pn (x) =
[ n

2 ]X

k=0

(� 1)k (2n � 2k)!
2n k!(n � k)!(n � 2k)!

xn� 2k ;

mit
hn

2

i
=

(
n
2 falls n gerade;
n� 1

2 falls n ungerade:

Somit:

P0(x) = 1

P1(x) = x

P2(x) =
1
2

(3x2 � 1)

P3(x) =
1
2

(5x3 � 3x)

P4(x) =
1
8

(35x4 � 30x2 + 3)

F•ur Qn gilt

Qn (x) =

(
pn(1)qn (x) n gerade

� qn(1)pn (x) n ungerade
jxj < 1

(die Legendre -Funktion 2. Art).
Die allgemeine L•osung ist dann

y(x) = c1Pn (x) + c2Qn (x); c1; c2 2 R:

A.2. L •osungen bei schwach singul•aren Koe�zienten

De�nition A.2. Die Koe�zienten der Di�erentialgleichung

y00+ p(x)y0+ q(x)y = 0

haben in x = x0 eine Singularit•at. Der Punkt x0 hei�t schwach singul•ar, falls die Funktionen

(x � x0) � p(x) und (x � x0)2 � q(x)

in x0 analytisch sind.
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Die Potenzreihenmethode ist dann nicht mehr direkt anwendbar. Man verwendet einen
modi�zierten Ansatz von der Form

y(x) = ( x � x0)s
1X

n=0

an (x � x0)n ; s 2 R

(Frobenius -Methode).

Beispiel A.2 ( Bessel 'sche Di�erentialgleichung). Betrachte

x2y00+ xy0+ ( x0 � � 2)y = 0 ; � � 0:

Sei zun•achst x > 0. Somit ist x0 = 0 ein schwach singul•arer Punkt. Der Ansatz

y(x) =
1X

n=0

anxn+ s

f•uhrt auf

(s2 � � 2)a0xs +
�
(s + 1) 2 � � 2�

a1xs+1 +
1X

n=2

��
(s + n)2 � � 2�

an + an� 2
�

xn+ s = 0 ;

somit
(s2 � � 2)a0 = 0

(Index-Gleichung), also
s1;2 = � �; a 0 6= 0 :

Da � > 0 verschwindet f•ur s1 = � die L•osung im Ursprung, f•ur s2 = � � wird die L •osung im
Ursprung unendlich!

1. s1 = � :

(2� + 1) a1 = 0 ) a1 = 0

an = �
� an� 2

n(2� + n)
;

also

a2k+1 = 0 ; k = 1 ; 2; 3; : : : ;

a2k =
(� 1)ka0

22kk!(� + k)( � + k � 1) � � � (� + 1)
; k = 1 ; 2; 3; : : : :

Einschub:
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Gamma-Funktion Die Gamma-Funktion �( x) ist de�niert als

�( x) :=
Z 1

0
e� t tx� 1 dt (konvergent f•ur x > 0);

�(1) = 1 :

Partielle Integration liefert
�( x + 1) = x � �( x);

also
�(2) = 1 ; �(3) = 2 ; �(4) = 6 ;

im Allgemeinen
�( n + 1) = n! f•ur n 2 N0:

�( x) ist also eine Verallgemeinerung der Fakult•at!

Im Beispiel bedeutet das

a2k =
(� 1)k2� �( � + 1) a0

22k+ � k! �( � + 1 + k)
; k = 1 ; 2; 3; : : : ;

somit

y(x) = a0

1X

k=0

(� 1)k2� �( � + 1)
22k+ � k! �( � + k + 1)

x2k+ � :

Es ist •ublich,

a0 =
1

2� �( � + 1)

zu w•ahlen und die L•osung dann mit J� zu bezeichnen, also

J� (x) =
1X

k=0

(� 1)kx2k+ �

22k+ � k! �( � + k + 1)

(Bessel -Funktion 1. Art zum Index � , entspricht der regul•aren L•osung).

2. s2 = � � (singul•are L•osung suchen):

(� 2� + 1) a1 = 0 ) a1 = 0

mit der Forderung � 6= 1
2 . (Der Fall � = 1

2 wird sp•ater behandelt.)

Es folgt mit
an = �

an� 2

n(n � 2� )
; n � 2;

die Besselfunktion 1. Art zum Index � �

J� � (x) =
1X

k=0

(� 1)kx2k� �

22k� � k! �( � � + k + 1)
:

Bemerkung (ohne Beweis). J� , J� � konvergieren f•ur alle x, sie sind linear un-
abh•angig, falls � =2 N.
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Die allgemeine L•osung ist dann

y(x) = c1J� (x) + c2J� � (x):

Falls � = n; n 2 N:
�( x) = 1 f•ur x = 0 ; � 1; � 2; � 3; : : : ;

also

J� n (x) =
n� 1X

k=0

(� 1)kx2k� n

22k� nk!
�

1
�( � n + k + 1)
| {z }

=0

+
1X

k= n

(� 1)kx2k� n

22k� n k! �( � n + k + 1)

= ( � 1)n
1X

k=0

(� 1)kx2k+ n

22k+ nk! �( n + k + 1)

= ( � 1)nJn (x):

Jn und J� n sind also linear abh•angig!

Gesucht ist nun eine zweite, vonJn linear unabh•angige L•osung. Daf•ur gibt es mehrere
M•oglichkeiten, eine davon ist

Y� (x) =
cos(�� )J� (x) � J� � (x)

sin(�� )

(ohne Beweis).

F•ur � =2 Z ist Y� eine Linearkombination von J� und J� � , linear unabh•angig von J� .

F•ur � = n; n 2 N ist Yn nicht de�niert, aber

Yn(x) = lim
� ! n

Y� (x):

Dieser Grenzwert existiert, ist L•osung der Bessel'schen Di�erentialgleichung und linear
unabh•angig von Jn .

Y� (x) wird die Bessel -Funktion 2. Art zum Index � genannt.

Die L•osung ist in diesem Fall also

y(x) = c1J� (x) + c2Y� (x); � � 0:

Im Fall � = � 1
2 gilt

J 1
2

=

r
2

�x
sinx; x > 0;

J� 1
2

=

r
2

�x
cosx; x > 0

(ohne Beweis).
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